Série n° 9 d’exercices corrigés
Guessmathe « Fonction Logarithmique »

Exercicel (8,5points)
f(x)=x*v1-Inx six=0
f(0)=0 '

On désigne par(Cf ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O;T; ]) :

Soit la fonction f définie sur I'intervalle [0;e] par :

1) Monter que f est continue a droite en 0.
2) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0
Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

. , f(x
3) a) Vérifier que pour tout réel |0;e[ ona:
X_

b) Etudier alors la dérivabilité de f a gauche en e.
Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
4) a) Montrer que f est dérivable sur ]0;e[ et (vxe|0ie[); f'(x) :M
’ T 21-Inx
b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Tracer la courbe(C, )

5) Soit a un réel de /’intervalle |0;e] .
On se propose de déterminer le volume V du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe
(C,) autour de I'axe des abscisses,

a) Montrer que si g est une fonction continue sur[0;e]alors : lim j: g(x)dx= _[: g(x)dx.

b) A I'aide d'une intégration par partie, calculer en fonction de a, l'intégrale | = I: x*Inx dx et vérifier §

c) Déterminer alors le volume V.

Correction Exercice 1

1) lim f (x) = lim x*1-Inx

x—0" x—0"

3
= lim x2/x1=In x

x—0"

3 3
= lim x2</x=xInx =0 (Car lim x2=0et lim xInx =0)
x—0"

x—0" x—0"

Donc lim f (x)= f (0) ; alors f est continue & droite en 0.

x—0"

2 tim )= F(0) _ o XVL=Inx

x—0" X—0 x—0* X

= lim x+/1-In x

x—0"

= lim Vx/x=xInx =0 (Car lim V/x=0et lim xInx =0)

x—0" x—0" x—0*
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Donc f est dérivable a droite en O et sa courbe (Cf ) admet, au point d'abscisse 0, une demi-tangente

horizontale (c-a-d de coefficient directeur fg' (O) =0)

f(x) _ x*v1-Inx

X—¢€ X—¢€

e

| i
—X Xn(x)_—xxll—lnxxm
Jl-Inx € _ —X

3) a) Pour tout réel x < |0;e[; on a;

Et

e - N
b)Ona: O<x<e<w —<l;donc x»>e =>——>1 ;dou:
X X

In(e
f(x -

im0 i X
x—»e~ X—@ x> \/1_|nx E_

X

In(t .
(Carllmﬁ_l,nm —lim—,[— = ; lim1-Inx=0"et

-1 11 X—e o /1 Inx x—e 1-Inx X—e~

. —X
lim——= ,/
x> Jl—Inx x> —Inx

Donc f n'est pas dérivable a gauche en e et sa courbe (Cf )admet, au point d'abscisse e ,une demi-

tangente verticale.
4) a) La fonction x+>1-Inx est dérivable et strictement positive sur I'intervalle ]0;e[ ;alors La fonction

X>+/1-Inx est dérivable et strictement positive sur I'intervalle ]0;e[
Donc f est dérivable sur |0;e[ comme produit de fonctions dérivables et pour tout x € ]0;e[ ona:

f'(x) =(x2m)'

—(In x)'
=2xv1-Inx + % —(Inx)
24J1-1Inx

=2x1-Inx +x?x —X

2/1-Inx

=2x+1-1In X—;
241-Inx
X(1-Inx)—x
2J1-Inx
_Ax—4xInx-x

21-Inx
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_ 3x—4xInx

- 2y1-Inx

X 3—-4Inx

- 2J1-1Inx

Donc pour tout x € |0;e[ ; f

!

b) f'(x)=0< x(3-4Inx)=0

3 3
<:>Inx=z<:>x=e4

f'(x)>0< x(3-4Inx)>0
3 3
<:>Inx<z<:>0<x<e4

D'ou le tableau de variation de f
X 3
e4

0

%

5) a) g est continue sur [O;e donc g admet des primitives sur cet intervalle
Soit G une primitive de g sur l’intervalle[o;e .

G est dérivable donc continue sur [0;e] et par suite continue & droite en 0.

Donc limG(x)=G(0) D’ou

x—0"
e

lim [*g(x)dx = lim ([ G(x

x—0" Ja a—0"

Iim(G(e)-G(a

a—0"

G(e)-1limG(a

a—0*

G(e)-G(O
[Gx

a

e

0

joeg X)dx
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e

e° a°

5 5 25 25
_4_535_a5Ina+a_5
25 5 25
_4_e5_a5lna+a_5
25 5 25

Donc: |

5
i . a
Ona: lima’lna=0 et lim—=0;do

a—>0" a—>0"

c V:j:n f(x de

’

:ﬂjoe f(x 2dx

A e
=z lim| x*(1-Inx)dx

a—>0"Ja
- e 4 - e 4
= Ilmj'xdx—llm X" In x dx
a—0"Ja a—0t Ja
5 e

.| x .
=x| lim|—| =lim|
5 a—>0"
a
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