Série n° 5 exercices « Etude de fonction exponentielle » 2éme Bac SM

¥ EXERCICE 1: ‘
¥ On considére la fonction f définie sur [0;+co[ par : f (x)=x-+In(1+e ™). Soit (C) sa courbe représentative

V2 dans un repére orthonormé(O;T; ])

§7 Partie A

% 1. a) Donner le tableau de variation de f.

. b) Démontrer que la droite(D)d équation y = x est une asymptote de la courbe(C)au voisinage de +oo

c) Etudier la position relative de (D)et(C).
d) Construire dans le méme repére (D)et(C).
. a) Montrer que f est une bijection de [0;+oo[ vers[In2;+oo| .

b) Construire la courbe (C')de f “dans le méme repére orthonormé(O;T;]).

1
. Mont 1 (VYtelO; l-t<—<1.
a) Montrer que : (Vt €[0;+o[) T
2

b) En déduire que : (VXE[O;+OO[) ;x—%s In(1+x)<x.

¢) En déduire un encadrement de In(1+e™ ) pour toutyt € [0; -+

:;:j: Pour tout ne IN" on note S, la surface géométriglie'du domaine limité par (C), (D)et les droites

d’équations respectives : X=0 et x=n.
a) Montrer que (Vne IN") ; 3_ Lo ol gean Snsl—le
8 2 8 2 2
¥ b) Montrer que la suite numérique (Sn )nzlest convergente et donner un encadrement de sa limite |
¥i Partie B
# j ldt =In2
% On considere la suite numérique (un)nzo définie par : In2
=["(f'(t)"dt  (vneIN)

N—>-+o0

Calculer lim u,
a) Montrer que,: (VX'€[0;In2]) ; 0< f’(x)sg .

b) En‘déduireique : (YnelIN) ; 0<u, s(gj In2

c) Caleuler alors : limu,.

n—>+o0

3. a) Montrer que : (Vx e [0;+0[) ;1 f7(x)=('(x))’ .

b) Montrer que pour tout entier naturel ntel que :n>2 ona: u, =

o1 3 2k-1
u, =U,— » ——| —
a0 §2k—1(5j

n 1 3 2k
Uy = _ZE(EJ

k=1

¢) En déduire que : (Vne IN") ;
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“A: 2n 1 3 k
5 4. Pour tout ne IN“on pose : V, ZZE(EJ _
AA‘A =

Montrer que (V, )nzlest convergente et déterminer sa limite.

Y5 EXERCICE 2:
¥ Partie A : question de cours
59 1. Soit f une fonction réelle définie sur[a;+oo| .

Compléter la phrase suivante : On dit que : « f admet une limite finie en +oo si
@ 2. Démontrer le théoréme « des gendarmes »

::jj soient f, g et h trois fonctions définies sur [a;+oo[ et un nombre réel. Si g et h ont pour limite commun
quand x tend vers +oo, et si pour tout x assez grand g(x)< f (x)<h(x) , alors la limite de,f quand x tend
W% vers +ooest égale & +o.

¥ Partie B

§: Soit f la fonction définie sur IR par : f(x)=e"—x-1 etsoit (C) sa courbe représentative dans un repére
% orthonormé du plan.

¥5La droite (D)d'équation y=—x—1 est asymptote & (C).

¥ On a représenté ci-dessous la courbe (C)et la droite (D).

jl:j Soit a un nombre réel ; écrire, en fonction de a, une équatioh de latangente (T)a (C)au point M
d'abscisse a.

%3 2. Cette tangente (T )coupe la droite (D)au point N d:abscissesb ;qui Vérifier que b—a=-1

%1 3. En déduire une construction, & effectuer sur la figurescisdessous, de la tangente (T)a (C)au point M
d'abscisse1,5 . On fera apparaitre le point N Correspondant.

% Partie C

- 1. Déterminer graphiquement le signe de'f.

57 1

A - . TS = 1

% 2. En déduire, pour tout entier naturel non'aul n, les inégalités suivantes (1):en >1+=— et

4 n

4 1

4 . 1
¥ (2)em 21+ ——
i n+1

y: n
% 3. En utilisant I'inégalité(l) , démontrer que pour tout entier naturel non nul n: (1+ lj <e.
e n

4 n+1
9 4. En utilisantl’inégalité(2), démontrer que pour tout entier naturel non nul n : e < (1+—j
4 n

i ;- . , 1 " . ..
=5 5. Déduire des questions précedentes un encadrement de (1+— puis sa limite.
Pres n

44
44
PE: - - -
y . .
44 -
44 . . . . .
Pre:
4 4 4 4 44 4 4 A 4 4 4 A e T 44 a4 a4
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§ EXERCICE 3:

X X

; 1de H I f X) =

? On considére la fonction f définie sur IR par : ( ) er _
f(0)=1

On note (Cf) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé(O;T; ])

’1. a. Calculer lim f(x).

X—>—00

X—>+00

b. Etablir que, pour tout nombre réel x non nul, ona: f (x) = x(l+ﬁj ; Endéduire lim f(x)

2. Donner, sans démontrer, la limite suivante: leggﬁ et démontrer que f est continue en Q.

3. a. Démontrer que, pour tout nombre réel x, on a: €* > x+1, et que I'égalité n'a lieu que'pourx =0 . I
b. Calculer la dérivée f'de la fonction f et déterminer la fonction g telle que, pourtout nombre réel x non §

_€9(v) :

(e

; C. Donner le tableau des variations de f.

4. Soient x un nombre réel non nul et les points M (x;  (x)) et M'(=%; f (%x)) de la courbe (C, )

nul, '(x)

a. Etablir que f(—x)= XX 1 puis déterminer le coefficient directeur,de la droite(MM’).
e —_

b. On admet que la fonction f est dérivable en 0.

Que suggere alors le résultat précedent?

EXERCICE 4
‘ﬁ; Partie A

considére la fonction g définie sur [0;+oc[\par”: g(x)=e*—x-1
1. Etudier les variations de la fonction g.
2. Déterminer le signe de g (x ) suivanties~aleurs de r.
3. En déduire que pour tout x de [0;+9[, & —x>0.
Parte B
:On considére la foriction f'définie sur [0;1] par : f(x)= ex -1
e* —x
admet que'f est\strictement croissante sur [0;1]
% 1. Montrer que,pourtout x de [0;1], f(x)e[0;1].
2. Soity( D), la droite d’équation y = X

a. Montrer que pour tout x de [0;1], f (x)—x= —(l_e)x() gX(X)

b. Etudier la position relative de la droite (D)et de la courbe (C) de la fonction f sur [0;1]
3. a. Déterminer une primitive de f sur [0;1]

b. Calculer I'aire, en unités d'aire, du domaine du plan délimité par la courbe (C), la droite(D)et les
droites d'équations x=0 et x=1.
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& Partie C
AL LA .

re:

w:
/

54 On considere la suite (u,) définie par:

A{ Calculer u, ; u, ; uy et u,

,:A:: - 1

%5 2. Montrer que pour tout entier naturel n ;= <u_<u_, <1
2:‘ 2

3. En déduire que la suite (u, ) est convergente et déterminer sa limite.

¥ EXERCICE 5:

X
—X

X

#; On considere la fonction f définie sur IR par : f (x)=
p e

%I On note (C, ) sa courbe représentative dans le plan rapport au repére orthonormé (O;T; ])( l'unité est 2 cm) &
% Partie |

¥% Soit g la fonction définie sur R par : g(x)=e*-x-1

Etudier les variations de la fonction g sur R. En déduire le signe de g.
%2, Justifier que pour tout x , (e* — x) est strictement positif.

¥ Partie |1

& 1. a. Calculer les limites de la fonction f en +ooet en—o

b. Interpréter graphiquement les résultats précédents.

%2, a. Calculer f'(x) lafonction dérivée de f.

¥ b. Etudier le sens de variations de f puis dresser sofi tableau de variations.

a. Déterminer une équation de la tangente (T ).a la'courbe (Cf ) au point d'abscisse 0.
b. A I'aide de la partie 1, étudier la position. relative'de la courbe(Cf ) et la droite(T).

Tracer la droite (T) ; les asymptotes et laycourbe (Cf ) dans le repere orthonormé(O;T; ]) :

44
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y . -
44 -
44 . . . . .
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