Exercices corrigés - Ensembles

Exercice 1 - Ecriture en extension

Ecrire en extension (c'est-a-dire en donnant tous leurs éléments) les ensembles suivants :
A= {nombres entiers compris entre/2et 27z'.} :

B={\'EE—..' A(m p)eNxM/x - }
Corrige
Ona: A={23;4;56} .

. 1 7 . L
Pour écrire B, on remarque que > <n< 5 = n=1,20u3 . Pour chaque valeurpossible’de n, on écrit

les valeurs possibles de p, et on obtient : B={1,2,—;—;=;=;=;=; .
223333

On n'a pas écrit plusieurs fois 1, qui s‘obtient aussi avec %et g nisplusieurs fois 2, qu‘on obtient avec

2 4,8

12 3
Exercice 2 - Deux descriptions d'un méme ensemble

Soit A={(x,y) e R?;4x—y=1} et C=A(t+L4t+3);teR};.
Démontrer que A=C .

Corrigé
On va procéder par double inclusion. L€ plus facile est de prouver que C — A . En effet, prenons un

couple (x;y) eC. Alors on sait qu'il’existe un t € IR tel que x=t+1 et y=4t+3. Mais alors,
AX—y=4t+4-4t-3=1 =

et donc on a bien_(X;y).e\A.

Réciproquement, prenons (x;y) € Aet prouvons que (x;y) € C. C'est plus difficile, car il faut construire

un réel t. Qn va procéder par analyse-synthese. Si un tel t existe, alors nécessairement on doit
avoir t =x—1,"Pasons donc t = x—1. Alors, y=4x—-1=4(t+1)-1=4t+3 . On a donc

bien (X3y)=t+14t+3) et (x;y)eC.

Exergice 3 - Diagramme de Venn

On considere le diagramme de Venn suivant, avec A,B,C trois parties d'un ensemble E, et a,b,c,d,e,f,g,h

des éléments de E 7
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses :

1. geAnB; 2. geANB : 3. geAUB ; 4. feC\ A /’: 4
5.eeAnBNC; 6. {hibjc AnB 17 {a; f}c AUC . é I_,_. / X

)
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Corrigé

. Fauxcar geBetdoncg¢B.
. Faux pour la méme raison.

. Vraicar geA .

. Noncar f €A ;

. FauxcareeA;

. Ceci revient & démontrer que he ANB et be AnB . C'est vrai.
. Ceci revient a démontrer que ac AuC et f e AUC : C'est vrai!

Exercice 5 - Trois ensembles

Soient A, B, C trois ensembles tels que AUB=BNC. Montrer que AcBcC .

Corrigé
Prenonsx e A. Alorsx e AUB, etdonc x e BNC . En particulier, xe B 4t done. A€ B .

Prenons maintenantx e B. Alorsx e AUB , et doncxe BN C . En particulier, xeC , etdoncBcC.

Exercice 6 - Lois de Morgan

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Pour X < E,.@n note X “le complémentaire de X dans E.
Démontrer les lois de Morgan suivantes :

1. (AnB)uC=(AuUC)N(BuUC) 2(A) =A
3. (AnB)=A"UB° 4. (AUB) =A""B° .
Corrigé

On raisonne a chaque fois par double‘inclusion:
1. Soitxe (AnB)uUC . Alors(x e AetxeB) ouxeC.Si xe AetxeB, alorsxe AuC et

x e BuUC, et I'inclusion estprouvée. Sinon, c'est que xeC, et dans ce cas on a aussi xe AUC
etxeBUC.
Réciproguement, si e AWC etx e BuUC , on distingue deux cas :

= SixeC alors xe (AnB)ou xeC etdoncxe(AnB)uUC.

= Sipon, X« C . Mais alors, puisquexe AUC ,onaxe A. De méme, puisquexe BuUC,
on ax.& B. Ceci prouve que xe (AnB)etdoncxe(AnB)uUC.

2. Onfsuppase que x  (A°)°. Alors x ¢ A°, et donc x € A . Réciproquement, sixe A, alorsx ¢ A® et
donc x € (A°)°.
3. Soit xe (ANB)° . Alors x¢g AnB .Onadoncx¢ AouxegB, c'est-a-dire xe A°oux e B°.

On en déduit que x e A° U B°. Réciproquement, soitx e A° UB°. Alorsx € A°ou x € B, c'est-a-
dire x¢ Aoux g B. En particulier, x¢ ANB etdoncxe(ANB)°.

4. On peut présenter aussi les raisonnements précédents sous forme d'équivalence. C'est ce que
I'on fait pour ce dernier exemple :

xe(AUB) < xg AUB
< Xxe Aetxe B

< xeAetxeB®

< Xxe A°NB°¢
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