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QM@%M‘;\;@% Devoir surveille n°2 et son corrigé 1°" Semestre 2 Bac S.M

Exercice 1 (2.5 pts)

Q/(x ~1)"" Arctan (2"(x-1))

x—-1

Considérons la fonction f définie par : f (x) =

avec n un entier impair> 3.
1 pt 1) Déterminer D, I’ensemble de définition de f .
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2) Montrer que f admet un prolongement par continuité a droite end™; f “a

* déterminer.

< Exercice 2 (6 pts)
Pour tout entier naturel n tel quen >5, considérons la fonction,_f, définie sur[0;1]
Par : f,(x)=nArctan(x)—7.
1) Soit n un entier tel que n>5.

1 pt a- Montrer que la fonction f_ est strictement croissante sur [0;1].
1 pt b- Montrer que (3!x, €]0;1[) / f,(x,)=0 .
2) Soit (x,) la suite ainsi définie.
2 pt a- Montrer que la suite (Xn ) est strictement-décroissante, puis déduire qu’elle est
convergente.
1 pt b- Montrer que : (Vn>5) x¢= tan% :
1 pt c- Déterminer nlirpw X, -
Exercice 3 (9.5 pts)

Considérons la fonction f définie sur [—%%} par : f(x)=sin2x .
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1) Montrer.gque la fonction f réalise une bijection de ['intervalle , —E;g versun
XX
XX
2%
X
X
X
X
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%z

intervalle'J a déterminer
2) Soit.f * la fonction réciproque de f.
0,5pt \ “a=Montrer que f ‘estimpaire.
0,5 pt b- Donner le tableau de variations de .

1 pt ¢- Montrer que : (VxeJ) ; cos(2f*(x))=v1-x" .

05pt 3) a- Calculer f(%) et f(%)
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L. 2 V| V2 2
1 pt b- Montrer que f *est dérivable en g etque : (f 1) [%) :%
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B3

4) Considérons g la restriction de la fonction gd 'intervalle {0;7} et considérons la

suite (u_) définie par : u0=% et (vnelN) ;u,.,=9(u,)

n+l

1 pt a- Montrer que la suite (u,) est bien définie.

1,5 pt b- Montrer que : [‘V’X € {OgD ;g(x)<x.
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c- Montrer que (u,) est décroissante, puis déduire qu’elle est convergente
d- Prouver que limu, =0

<D N—-+oo

. Exercice 4 (2pts)
E Soient(u, ),., et (v,),, les deux suites réelles définies par:u, =10" E(%/Elo") etv,=u,+10™"
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E Montrer que (u,),.., et (v,),.,sont adjacentes et qu’elles convergent yers 2 E
< <
s Corrige g
< <
< <
s _ Q/(x ~1)"" Arctan (2" (x<1)) ’
“ Exercice 1 f(x)= yavec ne{2k+l/k e IN} 5
S x—1 S
% %
g 1) Determination de D, g
%Soitx € IR, comme n est impair alors,n —1"€stpair, donc (x—l)”*1 >0. §
g On sait que pour tout x € IR, Arctan(x)a le méme signe que x, donc, on a : g
“ xeD, <:>Arctan(2”(x—1))20 et (x—1+0) )
& ) %
§ < 2"(x-1)=>0/et (x—1+0) %
% D, = JL;+o0]{.. 5
E 2) Montrons quesf. admet un prolongement par continuité a droite en 1 g
X = 2%
> Q/(x—l)n *Arctan(2"(x-1)) %
“ona- L 2%
“~Ona: lim fi(x)=lim £y
g x—1* x—1* X—1 g
n-1 n

% i (x=1)"" Arctan(2"(x-1)) 09
e =lmn S XX
g x—1 (X _1) g
3 Arctan (2” (x 1)) X
X = "md X
g x—1 Xx—1 g
X _ Arctan(zn (x—l)) kS
g =limp|2" x - g
g x—1" 2 (X—l) g
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_Ilm\/—XQ/Arctan(Z”(x 1))

x—-1" 2" (X ]_)
Arctan(2"(x -1
=1lim?2 XJ ( (X )) =2
X1 2" (x-1)
Arctan(2"(x-1)) Arctan(X )

(Car lim =1;en posant X =2"(x-1)).

x—1* 2" ()( —1)
Et comme lim f (x) =2 e IRalors la fonction f admet un prolongement par contindité a

x—1"

=1, puisque lim
X—0*

droite enl, qui est la fonction f définie sur l’intervalle [1; +oo[ par :

Q/(x ~1)"" Arctan (2” (x —1))

) f = I x>1

-0 F(x) 1 Si x
f(1)=2

Exercice 2

nelN etn>5.

(vxe[0:1]) ; f,(x)=nArctan(x)-7

1) a-Montrons que f, est strictement croissante sur {0
Comme la fonction Arctan est strictement.eroissante sur IR ; et en particulier sur [0;1] et
comme n>0 alors la fonction f, est strictement croissante sur [0;1].
b- Montrons que (3!x, € ]0;1[) / f, (X,)=0"
On a la fonction Arctan est continue'Sur IR et en particulier sur[0;1]alors la fonction f, est
continue sur [0;1]et on a f, eststrictement croissante sur[0;1], et comme f, (0)=—z <Oet
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fn(l):n%—n:%(n—4)>0(car n>5)

alors f,(0)x f,(1)<0. Et par suite d'aprés TVI (EI!Xn € ]0;]{) /f,(x,)=0".
2) a) Montrons quegYasuite (xn)nZB est strictement décroissante
Ona (vn>5); fi,(x,)— f,(x,)=Arctanx, >0 puisque (¥n>5);x, >0et (V¥x>0) ;

Arctanx > O~
Donc ofta; (Yn=5); f,(x,)< f,.(x,)etcomme (vn=5) ; f (x,)= f,..(X,,)=0alors

onas(Vn>5) ; f . (%..)<Tf..(x) -
Etcomme f,_ estst. croissante sur [0;1]et x,,, et x, sont des éléments de [0;1]alors
(Vn>5) ; x,,, <x,.Etpar suite, la suite(x,) _est strictement décroissante. Comme la

n+1

suite(x, )n>5 est minorée ( par 0) alors elle est convergente.

b- Montrons que (Vn>5);x, = tan z.
n

Soitn>5 ,ona: f (x,)=0< nArctanx, —z =0
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V4
< Arctanx, ==

< Arctanx, =

S|y o

<:>xn:tan£ (car vn>5 ;0<£<£)
n n 2

c- Déterminons lim x, .

N—+00

KK 0K 20K 50K 0 50K 50K 30K 50K 0 50K 50 30K 50K 0 50K >

T . T . .
Comme Vnx>5 ; x, =tan— et comme lim —=0Et la fonction tangente est cantinuejen
n n—>+o N
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<
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. . . 7Z' ‘
g 0 alors lim x, = limtan—=0. g
< n—+o N—>+o0 n ¥
S ] S
- Exercice 3 %
X m— <
< . e T . %
<la fonction f est définie sur , [——;—} par : f(x)=sin2x <
< 6 6 <
< <
§ T : 4
1) Montrons que la fonction fréalise une bijection de l'intervalle [—— ; —} vers un intervalle
5 ' 6 6 g
< J que nous allons déterminer. g
~ On sait que la fonction : x> sin2xest continue et dérivable sur IR, donc la fonction fest
< <P
g continue et dérivable sur [—%,%} ( restriction.d unéfonction est continue et derivable) Et g
X XX
X XX
gon a| Vxe _Z;Z , F'(X) =2cos2x et eomme| VX € _E;Z} ;alors 2x e _ﬁ;ﬁ et g
& 6 6 6 6 3 3 8
XX XX
XX XX
<~comme, | Vte _E;E ; cost>0alors;ona: We[—z;z} ; T'(x)>0. X
g 2 2 6 6 g
3 : . . %
- Donc f est strictement croissante sur 55 | )
XX XX
XX XX
% Et par suite f realise.une bijection de [’intervalle —z;Z vers un [’intervalle %
A / 676 %
XX XX
X XX
La=f|| £ &
% 6.6 .3
% 3
£ o) 8 1
% _{ V3 B } 5
o T ' XX
S 2
g 2) a- Montrer que f " est impaire. g
XX . XX
g Remarquons d’abord que la fonction f est impaire ( ['intervalle [—%,%} est symetrique g
X

$
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par rapport a0et la fonction sinus est impaire) Ona :D _, = {? ?} et comme
{—g £} est symétrique par rapporta O; alorsona: VxeD aona-xeDb_,

1l ne reste qu’a montrer que
fH(—x)=—f"(x) .
Soit xe D, posons y = f*(—x).Comme xe D, alors yeD;.Ona:
y=f7*(-x)e-x=1(y)
< x=—1(y)
< x=f(-y) (carfestimpaire)
< -y=f7(x)
o y=—1f7(x)
Et par suite xeD, ,ona: f H(=x)=—f(x)

-1

D’ou f'est impaire.
b- Tableau de variations de f

. . T T _ . .
Comme f est strictement croissante sur |:—E,E:| alers f "est strictement croissante sur

44

2 2

D’ou le tableau de variations de ™

X | 3 V3
2 2
6
f—l(x) /
6

¢- Mantrons que : (w{-i £D os(2f(x))=v1-x* .
V3.3

Soit x e {—— —} on sait que :

cos® (2 *(x))=1-sin*(2f *(x))
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X

& <0
& S
- Etcomme xe {i i} -1  alors 1—x* >0, et comme 4
& >
< <
< <
S 2f‘1(x){—£;£}c}—£;z{ alors cos(2f‘1(x))>0 Et par suite Vx e —£ £ &
% 33 2 2 2 %
< . > <
~cos(2f7(x))=1-x £
< <
* 3) a- Calculons f(zj et f(zj %
: 87 \E :
< <
K Ona: f(zjzsin(zjzﬁet f( j sm( j=\/§ 1
s 8 4 2 6 2 g
< <
. b- Montrons que f 'est dérivable en 7 et que f 1) [ J 5
X X
5 . T, V2 o
£.Comme f est dérivable en — et f =2c0s| — :ﬁio, alors. f est dérivableen —
& 8 8 4 2 2
< <
< ' <
) etona:(fl)(ﬁ}: 1 __1 _1 Z*/E_ $
() RS |
S 2 8 S
X XX
34) a- Montrer que la suite (un)est bien défiqie g
X XX
: 0,2 :
£ U):q° 2 : <
) Uy =9(u,)  (VnedN) g
. Pour montrer que la suite.(u,)est bien définie, il suffit de montrer que : (VneIN) )
X X
: e , , | :
LUy E 0;— | | . Procédons par récurrence : g
& 2 &
X - XX
X XX
g Pourn=0,onau0:1 et comme 1e 0;£ alors | u, € 0;£ : g
& 2 2 2 2 %
¢ Nl 5 %
. Soit meN\, supposons que {un e {0;73} et montrons que [um e {0;73 j . )
3 - 3
E On a : [’hypothése de récurrenceu € {0;?} ,donc g(u,)eg HO,%} , et comme E
% o
& J3 J3 7 J3 3 &
U.,=9(u,jetgl| 0;—1|(=9(0);9] — ||=|0;—= 0,— | ; alorsu,,, €| 0;— |.

o U=g(u) g[{ ZD {9( )g[zﬂ [ JC[ 2} 1{ 2} %
% %
% Et par suite, d’apres le principe de la récurrence, on a : (Vn € IN) ; {un € {O,@D : %
z www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com whatsapp : 0604488896 @%
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D’out la suite (u, ) est bien définie.
b- Montrer que : {VXe{O;gD ;g(x)<x.

T

Comme la fonction f est dérivable sur {0;%} et (VX € [O = j f'(x) =2cos2x alors la

6

fonction f est dérivable sur intervalle f ({0 ED ={ £} etona:

[w{&ﬂj(fl)'(xk,;

1
2cos(2f*(x))
B 1
24/1-x°
donc g est dérivable sur O;ﬁ etona: | Vxe O;ﬁ ;g'(x):#.
2 2 24/1— X2

Ve

Considérons la fonction h définie sur {0;7} par :h(x)=x-g(x).

On a h est dérivable sur {O;%} (Différence de deux fonctions dérivables ) eton a :

(VX € {0;%}} ;h'(x) :1—21#_)(2

Et comme X e O;ﬁ :>0£x£—3
2 2

:>0§xzs§

4
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ﬁ} B,

d’ou la fonction h est strictement croissante sur{0;7 (carh’(x)ne s’annule qu ’en;). :

Donc,ona: [VX{O;gD ; h(x)>h(0)=0Et par suite ,on a : [VX{O;gn ;

g(x)<x
c- Montrer que la suite (u, ) est décroissante.

On a d’apres la question précédente [VX S {OgD ; g(x)<xetcommeona:

(un € {Ogﬂ ;alorsona: (VnelN) ; g(u,)<u,etcomme u,, =g(u, palorsona:

(vnelIN) ; u,, <u,.
Dot la suite (u,)est décroissante.
Comme la suite (un)est décroissante et minorée par Oalors elle est convergente.

d- Prouvons que limu, =0 .

N—-+00

U, =9(u,) (VnelN)
Comme g est continue sur {O;%} » 0 L{()?D < {O;?} ) Ug € {O;?} et (u,)est
{ V3

convergente, alors lim u_est solution de [’équation g(X)=xdans 0;7} c.a.dde

3

[’équation h(x) =0 dans |:0;7}

Et comme Q_est ["tmique solution de cette équation sur cet intervalle car h est

strictement croissante sur {O;@} et h(x)=0, alors limu, =0.

N—+o00

Exercice 4

g
S
S
S
S
O
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<P
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
XX
X
X
X
X
X
X
X
XX
XX
XX
XX
XX
X
X
X
X
X
XX
X
3

Soient(u, ) _et(v,) , les deux suites réelles définies par:u, =10" E({S/E.lo")etvn =u, +10". 2

Montrons que (un )n21 et (Vn )nzlsont adjacentes et qu’elles convergent vers 2.
Soit neIN",ona: E(%.lon) <1032 < E(§/§.10”)+1,donc
10E(¥/2.10") <10"3/2 <10E(%/2.10" ) +10et comme 10"u, , = E(3/2.10"* ) alors d’aprés
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E(%/E.lO”*l)+1§10E(§/§.10”)+10 (En effet , on a pour tour réel x :

E(x)=Max{neIN/n<x}et E(x)+1=Min{neIN/n<x} .
Donc en multipliant tous les membres des deux inégalités |1] et |2| par 10" on obtient :
10-“E(%m“)310‘<”+1)E(%/§.10"+1) [1]et

10 "YE(¥/2.10")+20" <10"E(32.10") +10° D'oll u, <u_,, etv

est croissante et (v, ) _ est décroissante.

<v,.

n+1

Et par suite(u,)

nx1
Et comme limu, —v, = limu, —(u, +10™")

N—+o0 N—>-+o0

=1lim-10"=0

N—-+o0

lors les deux suites que (u,) et (v,) _ sont adjacentes.

omme (Vn € IN*) : E(%/§.10“)31o".ﬂ§< E(%/E.lO”)Halors on a% (Vn = IN*) :

o >

0‘”E(%/E.lO”)s§/§<10‘”E(E/E.lO”)HO‘”c.a.d (YneINY\u, =3/2 <v,, et comme

u,) . et(v,) . sontadjacentes alors elle convergent vets<a.méme limite et si on pose
n>1 N /nx1

—_~ =

lim v, = limu, =1, alors par passage & la limite dansw, <3/2 <v,, on obtient : | <3/2 <
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N—-o0 nN—>-+o0
D'ou | =32, et par suite limv, = limu_=3/2
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