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g Serie N° 2 d’exercices sur les structures 2eme Bac SM
GUBSSIRALIS

Exercice 1 :

On muni ’ensemble | =R?de la loi de composition interne = définie par :
(V((x,y);(x',y')) = IZ) C(xY)*(XLY)=(x+ X +xdy+Y)

On pose (v(x,y) = RZ), (Vn = N*) :((x,y))(n) = (%Y)T(x,y)T---T(x.y)

n fois

Soit G ={(x,y)e | / x;t—l}
1. a. Montrer que G est une partie stable de(1,*).

b. Montrer que G est un groupe abélien.
2. SoitH ={(x,|n(x+1))/ X e ]—1;+oo[}.

a. Montrer que H est un sous-groupe de(G *).

b. Montrer que(‘v’neN*), (vXe]—1;+oo[): ((x,ln(x+1)))(n) =((x+1)n ;In(x+1)”)

Exercice 2 :

On pose | =]0,+oof

1. Montrer que (‘v’(x,y) € I2) c e —e¥—e'+1>0

2. On définit sur | la loi de composition interne T par : (V(x,y) € |2):
XTy = In(eX+y —e*—el + 2)

| > 1
x—In(x+1)
b. Démontrer que ¢ est un homomorphisme de (I x)dans (1,T).

c. En déduire que (1,T)est un groupe abélien.
3. Déterminer e, [’élément neutre de I par la loi T et le symétrique de x, pour tout xe | .

4.0npose : (Vxel),x? =e et (VneN),x™ =x" xx. Déterminer xVet x (n) 0

a. Montrer que ¢: est une bijective et déterminer sa réciproque ¢~ .
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On pose I =0, +oc|
1. Montrer que Y(z,y) € I? : e*¥V —e* —e¥ +1 >0
2. On définit sur [ la loi de composition interne T par :

Y(z,y) € I?: 2Ty = In (c”” —e® —e¥+ 2)

a. Montrerque p: I — I est une bijective et déterminer sa réciproque ¢ .
r — In(x+1)
Ih. Démontrer que ¢ est un homomorphisme de (7, x) dans (1, 7).
En déduire que (/,7) est un groupe abélien.
3. Déterminer er et le symétrique de x, pour tout x € I.
!/

4. On pose : Yz € I, 2'% = e et ¥n € N, 2"V = 2™ x z. Déterminer z™ et (.1“”))

Exercice 3 :

Soit | = J1,+o0[ . On définit sur I la loi »par : a*b= \/1+ (a2 —1)(b2 —1)
1. Montrer que = est une loi de composition interne sur |

(R:,x)—)(l,*)

est un isomorphisme et en déduire la structure de(1,*).
x—>In(x+1)

2. Montrer que ¢ :

3. a. Montrer queE = {2” Ine Z} est un sous-groupe de(IRii ,x).
b. Montrer que E = {\/1+ 2" Ime Z} est un sous-groupe de(1,*).

Exercice 4 :

X+Y
14+ xy

Soit G =]-1[. Pour tout (x,y) € G*, on pose x#*y =

1. a. Montrer que xest une loi interne sur G.
b. Montrer que * est commutative et associative.
c. Montrer que (G,*)admet un élément neutre & déterminer.

2. Montrer que (G ,*)est un groupe abélien.
Exercice 5 : Ex Nat Sess de Rattrapage 2011
Soit | =]O,1[.
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Xy
Xy + (1— x)(l— y)

1. a. Montrer que = est une loi interne sur I.

Pour tout (X,y)e 1%, on pose : x*y=

b. Montrer que = est commutative et associative.

c. Montrer que (I ,*)admet un élément neutre a déterminer.

2. Montrer que (I ,*)est un groupe abélien.

3. On considere les ensembles : H ={2n Ine Z} etK = {1 12n Ine Z}.
+

a. Montrer que H est un sous-groupe de (R’;,x) .

(Hx)—>(1*)
b. Montrer que ¢ : 1 est un homomorphisme de groupe.

1+x

c. En déduire que (K *)est un sous-groupe de (1)
Exercice 6 :

1. Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G *)
a. Montrer que (H N K *)est un sous-groupe de(G,*).
b. Montrer que (H U K *) est un sous-groupe de (G,*)ssi H c Kou K < H
c. (5ZU8Z,+)est -il un sous-groupe de (Z,+)?

2. Montrer que les seuls sous-groupes de (Z,+)sont de laformenZ,ou neN.

3. a. Montrer que k est inversible dans (Z\nZ x)si et seulement sik An=1.
b. En deduire que ((Z\ nZ)* ,x) est un groupe ssi n est premier.

Exercice 7 :

Soit U={zeC/[z|]=1} et U, ={zeC/ 2" =1}, pour tout entier naturel n>2.

1. Montrer que (U ,x) est un sous-groupe du groupe((C* ,x).
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2. Montrer que (U, x)est un sous-groupe du groupe (U ).

i2k7r

3.a. Vérifier que : U, ={o, / ke {01 n-1}}avec o, =e " .

b. Montrer que ¢ : (ZANZ.+) = (U, %)
K— o,

(g 1
c. En déduire que —=a,_, eta, = o .
Wy

Exercice 8 :
1 Inx In’x

On considere 'ensemble E=q4M, ={0 1 2Inx|/xeR]
0 0 1

1. Montrer que E est une partie stable de (14 () x).

*
+

X—=> M,
b. En déduire que (E,x) est un groupe abélien.

2. a. Montrer que [’application v

3. a. Déterminer M_~*, pour tout x> 0.
b. Résoudre dans E, I’équation : M, x X =M ,.

n n\1
c. Calculer (M, ) et ((MX) ) pour tout n de N* .
4.50it ceR’ et o #1.
* Montrer que E = {Max =/xe R} est un sous-groupe de (E, x).
Exercice 9 :

On rappelle que (OVZ(R) ,+,><) est un anneau unitaire. Soit [’ensemble

E={A(x)=[xeexx :X]/ XER}

1. Montrer que E est une partie stable de (cy%(R) ,x) et que x est commutative dans E.

E

R—>
2. a. Mont [’applicati X est un isomorphisme de (R ,+)dans
a. Montrer que [ application @ X—)A(X) p ( )

JSUVUVUVUUUVUVUVUUUUVUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUUUUVUUUUUVUUUUVUUUUUUUUUVUUVUUVUVUUUUVUUUUUUUUUUL

est un isomorphisme de(R’; ,x), vers(E x).
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(Ex).

b. En déduire la structure de (E x)et déterminer (A(x))_l, pour tout xe R .

3. On considere /'ensemble F ={A(n) / ne Z}.
* Montrer que (F x)est un sous-groupe (E ).

4. Pour tout xe R, onpose : A°(x)=1 et (VneN): A™(x)=A"(x)x A(x) et A™"(x)
désigne ['inverse de A" (X) dans (E,x).

a. Montrer que : (VaeR), (VpeZ): A’(a)=A(ap).
b. Résoudre dans E, I"équation X~ = A(In2).

5. Soit (a,8) e Z’, G={A"(a)x A"(B) ! (n,m)eZ’}

a. Montrer que (G,x)est un groupe abélien.

b. Montrerque F=G < anaA = 1.

Exercice 10 :

Soient me R”. E=R—{—}, I =:|—oo;%|:et J =:|%;+oo|:0n posex* y=X+Yy—mxy,

pour tout (X,y) e (IR%")2 .

Partie I :

1. Vérifier que : (v(x,y) € EZ) : (1=mx)(1-my)=1-m(x* y)et en déduire que *est une
loi de composition interne dans E.

2. a. Montrer que = est commutative et associative.

b. Montrer que (E,*)est un groupe abélien.

Partie 11 :

On considere I'application ¢, de E dans R* définie par : (VX € E): gom(x) =1-mx.

1. Montrer que ¢, est un isomorphisme de(E,*) dans (R* ,x)et déterminer sa réciproque ¢ *
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2. En déduire encore que ( E,*) est un groupe abélien.

3. Déterminer gonjl(IRij)et en deduire que | ou bien J est un sous-groupe de(E,*)

xO = ¢
4.(Vnez); (VxeE).Onpose: {x = xxxx--*x (VneN*)

n fois

\ X = (x(‘”))' (‘v’n € Z‘j)

* Montrer que pour tout x de E : (‘v’n € Z) - x( = %(1— (1— mx)n) :

Dans la suite du probleme, on suppose quem=2.

Partie 111 :

(vxeE), onpose : M(x)=[ . 1oy

I=x X ]et H={M(x)/xeE}

1. Montrer que H est une partie stable de (@(fZ(R) ,x)

E—>H _ i
2. Montrer que [’application y : Y (X) est un isomorphisme de (E,*) vers (H ,x) eten

déduire la structure de(H ,x).
3.S0it neNet xeE

a. Déterminer(M (x))_l, Vinverse de M (X).

b. Montrer que (M (X))n =M (%(l_(l_ 2x)”))

1+3" 1-3°

c. Donner [’expression de M (—1)et prouver que : (I\/I (—1))n = 1 23n 1 23n
— +
2 2

Partie 1V :
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1-x 0 X
Pourtout xe E,onpose: N(x)=| 0 1 0 |etK={N(x)/xeE}
X 0 1-x

1. Montrer que K est une partie stable de (@%(R)x)

2. Mont ["applicati  EoK
. Montrer que [’application (p.X_) N(X)

est un isomorphisme de (E *)vers (K x)eten
déduire la structure de (K x)

3.S0it neNet B= N(—%).

Montrer que : B”=M[1_22 J.et(B”)_1=M(1 1 )

E - 2n+1

Exercice 11 :

s a b )
Dans @VZ(R) On considere l’'ensemble : E=4 M (a,b)= ob a4 2b /(a,b)eR .

1. a. Montrer que Montrer que E est une partie stable de (@%(R) ,x) :

b. En déduire la structure de (E x).

E—->C

2. On considere ['application ¢ - M (a;b) S a+bib

a. Montrer que ¢ est un isomorphisme de ( E,x)vers (C,+)

b. Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E x) vers (Cx).
. 00 . \ N
c. Soit 9=|  |et E"=E —{6} . Quel est la structure de (E ,x)?Justlfler votre

réponse.

3. a. Résoudre dans C, [’équation z°—2+2i=0.

b. En déduire les solutions de I’équation : M (a,b) ekE: (M (a, b))3 =M (4,—2)
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Exercice 12 :

On considére I'ensemble A={a+b2/(ab)ez’}.
1. Montrer que (ab)eZ’: a+by2=0<a=0eth=0
2. a. Montrer que : (A,+,x)est un anneau unitaire, commutatif integre.
b. (A,+,x)est -il un corps ?
3. Pour tout x=a+b+/2de A, on pose N(x)=a’-2b°.
a. Montrer que : (V(x,y) = AZ): N(xxy)=N(x)xN(y)
b. En déduire que si x est inversible dans (A, x) alors N (x‘l) = ( N (x))_l.
c. Montrer que x est inversible dans (A,x) si et seulement si |N (x)| =1.
4. a. Montrer que 1+ J2 est inversible dans(A,x) et déterminer son inverse.
b. Montrer que (VneN), (1+ \/5)_” eA

Exercice 13 :

Dans it (R), On considére I’ensemble : E = {M (ab)= (ajbb a“_bb] /(ab)e RZ} .
Onpose: | =M(10) et J=M(0,1).
1. a. Montrer que (E,+,)est un sous espace vectoriel de (OVZ(IR{) +)
b. Montrer que la famille B(1,J) est une base de (E ,+.)et en déduiredim(E).
c. Montrer que J? =—31 puis en déduire que E est une partie stable de(dfz(]R) ,x) .
d. Soit S, =1+J+J°+ .. +J", (VneN’).

Déterminer les coordonnées du vecteur S dans la base B(I ,J )

Ire ] ; C—>E
2. On considere [’application : ¢ : .
o ¥ a+iby3— M(a;b)
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a. Montrer que la famille B'(l,i\/é) est une base de l’espace vectoriel réel ((C,+,-)
b. Montrer que ¢ est un isomorphisme de (C,x)vers (E x)puis en déduire la structure
de (E* ,x) .
3. Montrer que (E ,+,x) est un corps commutatif et déterminer [’inverse d’une matrice
M(ab)eE"
4.0n pose A= %(I +J ) Déterminer tous les entiers naturels ntelsque : A"=1.

Exercice 14 : (Ex Nat 2018 Sess Nor)

On rappelle que ((C,+,><) est un corps commutatif et que (dfz(R),+,x)est un anneau

. , _ 00 10
unitaire de zero la matrice = 0 0 et d 'unité la matrice | = 0 1 etque(dfz(R),+,-)

X =2
est un espace vectoriel réel. Pour tout couple (x,y) e R?, on pose M (x,y) =[ Z ]
y X+2Yy

et on considere [’ensemble E = { M (X,y) / (X,y) c RZ}

1. Montrer que E est un sous-groupe de (Q%(R) ,+).

2. a. Montrer que E est un sous espace vectoriel de [’espace vectoriel de (@VZ (R) + ,-)
b. On pose J =M (0,1). Montrer que (I,J)est une base de I’espace vectoriel (E,+.).

3. a. Montrer que E est une partie stable de (@VZ(R) ,x)

b. Montrer que ( E,+,x)est un anneau commutatif.

4. Soit ¢ ['application de C* vers @VZ(]R)définie par : (V(X,y)e R? —{(0,0)}) :

X+ Yy ZyJ

p(x+iy)=M (x+ y,—y)=[ Ly x_y

a. Montrer que ¢ est un morphisme de ((C*,x)vers (@VZ(R) ,x).
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b. Onpose E*=E 00 Montrer que ((C*)—E*
: p = 0o ol que ¢ =

c. En déduire que (E* ,x) est un groupe commutatif.

5. Montrer que (E,+x)est un corps commutatif.

Exercice 15 : Ex Nat rattrapage 2018

On rappelle que (C,+,x)est un corps commutatif et que (%(R),+,x)e5t un anneau

o , ) 0 0 1 0
unitaire de zéro la matrice 6 = 0 0 et d’unité la matrice | = 0 1 et que (QVZ(R)+)

X
est un espace vectoriel réel. Pour tout couple (x,y) e R?, on pose M (x,y)= (O yj et on
X

considére 'ensemble E={M (x,y)/(x,y) e R?}

1. Montrer que E est un sous-groupe de (QVZ(R) ,+)

2. a. Montrer que E est un sous espace vectoriel de 'espace vectoriel de (6, (R) +.)
b. Montrer que dim(E)=2

3. a. Montrer que E est une partie stable de (@(fZ(R) ,x) .

b. Montrer que ( E,+,x)est un anneau commutatif.
4. On définit sur i1, (IR)la loi de composition interne T par : (V(x,y) = RZ) ,
(v(x’,y') = Rz) : M(x,Y)TM(X,y)=M(x,y)xM(x',y") =M (y,0)xM (y',0)

Soit ¢ ’application de C* vers Q%(R) définie par : pour tout nombre complexe écrit sous
forme algébrique z=x+iy: p(x+iy)=M(x,y)

a. Montrer que E est une partie stable de (ot (R),T).

b. Montrer que ¢ est un homomorphisme de ((C*,x) dans (E,T).

c.Onpose E"=E —{O} .Montrer que (E* ,T) est un groupe commutatif.
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5. a. Montrer que T est distributif par rapport a la loi + dans E.

b. Montrer que (E,+,T)est un corps commutatif.

Exercice 16 :
0 01
SoitJ=|1 0 O].
010

On considere [’ensemble E ={M GO%(R)/ MxJ=Jx M}

Partie | :

1. a. Donner deux éléments de E.
b. Montrer que E est stable dans (O%(R)x)
c. En déduire que :(VneN), J"eE. (ot J°=1).
d. Justifier que x est associative dans E et préeciser son élément neutre.

2. a. Montrer que (VneN), J*=1.

b. En déduire que J est inversible dans (E,x) et déterminer son inverse J .

3. a. Quel est la structure de (E,+,x).
b. Montrer que (E,+,x)n ‘est pas un corps.
4. a. Montrer que (E,++)est un espace vectoriel réel.
b. Montrer que B =(I \J ,JZ) est une famille libre dans E.

Partie Il :

b ¢
On pose : M (a,b,c)= a b |, pourtoutréelsa,betc.
c a

o O 9

1. Vérifier que (V(a,b,c) = R3), M(ab.c)eE.

2. a. Montrer que pour tout M de i (R): M e E<>3(ab,c)eR*/ M =M(a, b, c)
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b. En déduire que B =(I ,J ,Jz)est une base de E et préciserdim(E).

3.0npose: A=1+J,B=1-JetC=1+J+J?
a. Déterminer les coordonnées des vecteurs A, B et C dans la base B.

b. Montrer que B =(A,B,C)est une base de E.

Exercice 17 :

NN

On munit | = }— %[ de deux lois = et T définies par :

(V(x, y)e I2) , X * y =arctan(tanx + tany)

(V(x, y)el 2) , XTy =arctan(tanx.tany)
1. a. Vérifier que * est une loi de composition interne sur | et prouver que * est
commutative et associative sur 1.
b. Montrer que(1,%) est un groupe abélien.

2. a. Veérifier que T est une loi de composition interne sur | et prouver que T est commutative

et associative sur I.
7[ 14 14
b. Montrer que ¢ = Zest [’élement neutre dans ( | ,T)

c. Montrer que T est distributive par rapport a * dans I.

d. Montrer que(l ,*,T) est un corps commutatif et préciser |’inverse d’un élément x de |

3. Soit Uapplicati =R
. D01 a, caltlion
PP 4 X = tanx

a. Montrer que :
» ¢ est un isomorphisme de (I *)dans (R,+).

» ¢ est un isomorphisme de (1,T)dans (R x).

b. (vXe I) et (VneN*),on pose : aM=as%a*. *as. Calculer a®

n fois
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Exercice 18 : Ex Nat Sess juin 2011

X

-2
Onpose : M(x,y)= y , Pour tout couple (x,y) € R®et on considére I’ensemble
y X+2y

E ={M (x,y)/(x,y)e RZ} .
1. Montrer que E est un sous-groupe du groupe de (dfz(R) ,+).
2. a. Montrer que E est un sous espace vectoriel de l’espace vectoriel(dfz (R) ,+,o) :

b. On pose J =M (0,1). Démontrer que (1,J)est une base de [’espace vectoriel (E + ).
3. a. Montrer que E est une partie stable de(dfz(R) ,+,x).

b. Montrer que (E,+,x)est un anneau commutatif.

. o C'>E
4. Soit I'application ¢ . |
X+iy > M (x+y,-y)
a. Montrer que ¢ est un morphisme de ((C* ,x) dans (ot (R) x).
b.Onpose E*=E —{O}. Montrer quego(C*) =E" ¢(C x)=E *.

c. En déduire que (E* ,x) est un groupe commutatif.

5. Monter que (E ,+,x)est corps commutatif.
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