Polyndme du second degré (Partie 2)

Guessmalh
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|. Résolution d'une équation du second deqré

Définition :

Une équation du second degré est une équation de la forme

ax? + bx +c = 00U a, b et c sont des réels avec a # 0.

Une solution de cette équation s'appelle une racine du trinéme ax? + bx + c.

Exemple :
L'équation 3x% — 6x — 2 = 0 est une équation du second degré.

Définition :
On appelle discriminant du trindbme ax? + bx + ¢, le nombre réel, noté“A, égal a b? — 4ac.

Propriété :
Soit A le discriminant du trindéme ax? + bx + c.

- Si A< 0: L'équation ax? + bx + ¢ = 0 n'a pas de solution réelle.
-b
-SiA=0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 a une unique solution\y’x, = 2a

- Si A>0: L'équation ax? + bx + ¢ = 0 a deux solutions distinctes :

-b—VA -b+VA
X, = T etx, = T.

Méthode : Résoudre une équation du second degré

Résoudre les équations suivantes :
a)2x2—x—6=0 b) 2x2 — 3x % 2= 0 c)x2+3x+10=0

a) Calculons le discriminant de I'équation 2x? —x —6 =0 :
a=2,b=-1etc=-6donc A=bH? — 4ac = (-1)°— 4 x 2 x (-6) = 49.

Comme A > 0, I'equationspossede deux solutions distinctes :

“b=VE =(-1)-V49 3
1 - 2X2 )

2a
—b+VA  -(-D)+V49 ,
2a  2x2 ,
b) Calcdlons'lediscriminant de I'équation 2x? — 3x + 5= 0:

Xy =

9 9
a=2,b:—3etc:gdoncA:b2—4ac:(—3)2—4x2x§=O.

Comme A = 0, I'équation possede une unique solution :
b -3 3

0T T T2x2 4
c) Calculons le discriminant de I'équation x* + 3x + 10 =0 :
a=1,b=3etc=10donc A=h% —4ac=3°-4x1x10=-31.
Comme A < 0, I'équation ne posséde pas de solution réelle.

Propriété : La somme S et le produit P des racines d’un polyndme du second degré de la forme

b c
ax2+bx+c=Osontdonnéspar:S=—Z ethg.
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Il. Factorisation d'un trindbme

Démonstration au programme :

On a vu dans le chapitre "Second degré (partie 1)" que la fonction f définie sur R par f(x) =
ax? + bx + ¢ peut s'écrire sous sa forme canonique :
b%2—-4ac

4a

f(x) = alx —a)?+ p avec a=—2£aet[;=—

Donc :
ax? + bx + ¢ = 0 peut s’écrire :
b\*> b?—4ac
Za)  4a
b\* A
Za) _E=
b\* A
alvt,) =12
A

a(x+

a(x+

car a est non nul.
Si A <0: Comme un carré ne peut étre négatif (4% < 0), I'équation

ax? + bx + ¢ = 0 n'a pas de solution.

Si A=0:L'équation ax? + bx + ¢ = 0 peuts'écrire":
2

(x+55) =0
xZa_

. . ] b
L'équation n'a qu'une seule solution 4 = 2_a

Si A >0: L'équation ax? + bx +¢ =)0 est équivalente a :
b A b A

x+— =— |—F ou ¥ = [—
2a a 2a 4q?

b

X+ —
2a

L'égquation'a deux solutions distinctes :

Propriéte :

Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur ~— par
f(x) =ax?+ bx +c.

-SiA=0:Pourtoutréel x,ona: f(x) = alx — xy)2.
-SiA>0:Pourtoutréel x,ona: f(x) = alx — x;)(x — x5).

Remarque : Si A <0, il n’existe pas de forme factorisée de f.

Méthode : Factoriser un trindbme
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Factoriser les trinbmes suivants : a) 4x2 + 19x —5 b)9x? —6x+1
a) On cherche les racines du trinébme 4x2? + 19x — 5 :

Calcul du discriminant : A = 19— 4 x 4 x (-5) = 441
—-19—/441 —19+V441 1
Y _ petx,=——— =

Les racines sont : x; =
2X4 2X4

fl)=4% +19x-5
On a donc : bh-axte19x

4x% +19x — 5 = 4(x — (-5)) (x — %)
= (x+5)(4x - 1).

b) On cherche les racines du trindbme 9x2? — 6x + 1 :

Calcul du discriminant: A = (—6)°-=4x9x1=0 "

i —6 fl)=9A2 -6 241
La racine (double) est : x, = — ‘
Onadonc:

2 _ _ _12_ _1)2
9x 6x+1—9(x 3) = (3x — 1)2,

Exercice d’approfondissement pour aller plus loin :
x—2 x2
— =0
2x2-3x—-2 2x2+13x%6

Résoudre I'équation (E) :

- On commence par factoriser les expressions.2x? — 3x — 2 et 2x% + 13x + 6.
Le discriminant de 2x2 — 3x — 2 est A =(—8)%=4, X2 x (—2) = 25 et ses racines sont :

3—v25 3++v25
X1=———— =—etx, =— =2
2X2 2 2X2

Onadonc: 2x2 — 3x — 2 =2(x+§)(x—2)= (2x + 1) (x — 2).
Le discriminant de 2x2 + 13X + 6 est.AY= 132 — 4 x 2 x 6 = 121 et ses racines sont :
—-13—-/121 , —13+v121 -1
=—— =-6et x;\=—F =—
2X2 2X2 2
Onadonc:2x2+13x+6=2(x+6)(x+%)= (x + 6)(2x + 1).
2

X1

x—2 X —0
Qx+1)(x=2) (x+6)(2x+1)

- L'équation (E)'s'écrit'alors :

=1

Les valelrse=6; o et 2 annulent les dénominateurs. On résout alors (E) sur
1 :
R\{&6;\-3; 2}

(E) s'écrit :

X2

2xt1 (t6)(2xtl) D
xX+6 x2
2xt1)(xt6)  (x+6)2at1)  ©
x+6—x2
(2x+1)(x+6)

1
x+6—x2=Ocarx¢—Eetx¢—6.

Le discriminant de —x2 + x 4+ 6 est A" = 1 — 4 x (-1) x 6 = 25.
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Les racines sont : x;,"' =

Les solutions de I'équation (E) sont : —2 et 3.

I1l. Signhe d'un trindbme

Remargue préliminaire :

Pour une fonction polynéme de degré 2 définie par f(x) = ax?+ bx + ¢ :
- si a> 0, sa représentation graphigque est une parabole tournée vers le haut : \_/

- si a <0, sareprésentation graphique est une parabole tournée versle bas: /)

Propriété :
Soit f une fonction polynéme de degré 2 définie sur R par
f(x) =ax?+ bx + c.

-SiA<O:
X +o00

f(x) Signe de a

iA=0:
X xo +OO

f(x) | Signedea O Signedea

iIA>0:
X X1 X +oo a<0

. . /L N\
f(x) | Signe de a O Signe .oppose O Signe de a / \ -
de a

Méthode : Résoudre une‘inéquation du second degré

Résoudre l'inéquation : x? + 3x — 5 < —x + 2 y
On commence‘par rassembler tous les termes dans le membre de gauche afin de pouvoir étudier P&
les signes des,trinomes. 5

X34 3% =5 < —x + 2 équivaut a x? + 4x — 7 < 0.

Le discriminant de x2 4+ 4x — 7 est A = 4° — 4 x 1 x (=7) = 44 et ses racines sont :

—4—\/44 —4+4++/44
x,=———=-2—+11 etx,=—=-2++/11

2x1 _ 2x1
On obtient le tableau de signes :

X | —oo —Z—Jﬁ —2+\/ﬁ +eo
Sx) b
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. 2127

o

=212

Exercice d’approfondissement pour aller plus loin :

1
Résoudre 'inéquation 7t > 2

1

—_ 220
x2—-x—-6

1
> 2 équivauta———— —
9 x2—x—6
1 2(x2—x—6)>
x2—x—6 x2—-x—-6
—2x2%42x+13 -

x2—x—6

Soit :

Soit encore :

- On commence par déterminer les racines du trindme x4— x < 6 :
Le discriminant est A = (-1)> — 4 x 1 x (—6) = 25 et ses racines Sont :

1-v25 1+v25

X, = —2etx, = =
1™ 2x1 27 2x1

Les valeurs -2 et 3 annulent le dénominateursOn, résout donc I'équation dans

R\ {-2;3}.

- On détermine les racines du trindme —2x#+ 2x + 13 :
Le discriminant est A' = 22 — 4,x (=2) x 18 = 108 et ses racines sont :
,  —2—108 _ 1+3V3 A —2%J108 _ 1-3V3

= = et x,’ = =
1T TN (=2) 2 % 2x(=2) 2

- On obtient le tableau, de sighe :

1-33 ' 1+343

2 2

X

2x* +2x+13 D q
+ +

xI—x—6

=2x*+2x+13

x*—x-6

. o, ) 1
L'ensemble des solutions de l'inéquation — p >2est:
X

_x—

1-3V3 1+43V3
R

IV. Application : position relative de deux courbes

Méthode : Etudier la position de deux courbes
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Soit fet g deux fonctions définies sur R par : f(x) = —x2 +8x — 11 et g(x) = x — 1.

Etudier la position relative des courbes représentatives C; et C,.

On va étudier le signe de la différence f(x) — g(x):
x)—gx)=—x2+8x—-11—-x+1=—x2+ 7x — 10.

Le discriminant du trinéme —x2 + 7x — 10 estA=7?—-4x (-1) x (-10) = 9

Le trinbme possede deux racines distinctes :

—74+V9

5 etxZ = 2)((—1) =

On dresse le tableau de signes du trindbme —x?2 + 7x — 10 :

X 2 5
(x) —gx) 0 + O

+ o0

On conclut :
La courbe C; est en-dessous de la courbe C; pour tout x de |—co ; 2] U [5; +eol.

La courbe C; est au-dessus de la courbe C,; pour tout x de [2;5].
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