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A) Lois de composition internes

1. Définition et exemples
Définition

— Soit E un ensemble. Une loi de composition interne sur E est une application de E x E dans

: ExE > E : . :
E. Si on la note : =7 , onditque axb estle composé de a et b pour la loi *.
(a,b) — axb
Exemples
Xl —> 7 LxY, —> 7.
. =7, l'additi fini la multiplication I
Surg , ’addition deﬁnzepar{(a,b)Ha+b , la multiplicatio {(a,b)Haxb et la

) IxT—> 7. i L
soustraction sont des lois de composition interne dans 7.

(a,b)>a-b

1.2. Propriétés usuelles des lois internes

Définition1

— Soit * une loi de composition interne sur un ensemble E. On dit que :
1 —la loi = est commutative si pour tous les éléments x, y de E,ona : (xxy=y=x) .

2 —la loi = est associative si pour tous les eléments x, y, zde E, on a : ((x*y)*z = x*(y*z)) .
Exemples

* L’addition et la multiplication dans N,7,Q,Ret C sont commutatives et associatives. Ce n’es

pas le cas de la soustraction.
 La composition des applications dans F(R,R)est associative, mais n’est pas commutative

Définition2

Soit * une loi de composition interne sur un ensemble E.

On dit que F est une partie stable de E pour * si : (V(X,y)e FZ) s (xxy)eF
Définition 3

— Soit *une loi interne sur un ensemble E. Un élément e de E est un élément neutre pour la lo
+ Si pour tout élémentade Eona :(a*e=exa=a) .

Définition 4
— Soit *une loi interne sur un ensemble E, possedant un élément neutre e et soit a un élément
de E. On dit que a admet un symétrique b pour la loi *, si l’'on a : (axb=b*a=¢).
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Définition 5

— Soit E un ensemble muni de deux lois de composition internes, notées T et . On dit que * €S

distributive par rapporta T si pour tous les eléments x, y, z de E, on a : x*(yTz) = (x* y)T(x * z

et (xTy)*z = (x*2)T(y *z)).
B)GROUPE
— Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne *. On dit que (E,*) est un groupe

si la loi =satisfait aux trois conditions suivantes :

1 — Elle est associative.

2 — Elle admet un élément neutre dans E.

3 — Chaque élément de E est symétrisable dans E ( cad :admet un symétrique pour =),
Si de plus, la loi * est commutative, on dit que le groupe est commutatif

Propriéte caractéristique d’un sous groupe :

Soit (G,*) un groupe . Une partie non vide E de G est un sous-groupe pour la loi * ssi :
1) EcGetE=xUJ

2) V(x,y)eE? , x*yeE (E estune partie Stable )

3)vxeE ,x eE (oux estle symétrique de x dans (G,)).

V(x,y)eE® xxyeE

V(x;y)eE ;x*y'eE (ol y'est le symétrique de y dans(G,)) .

Equivaut aussi a : {

C) HOMOMORPHISME-ISOMORPHISME

1) HOMOMORPHISME :

Définition :

Soient E et F deux ensembles munis respectivement de deux lois de compositions internes =
etT.

Et soit f une application de E vers F .

On dit que f est un homomorphisme de (E,*)vers (F,T) Si : V(x,y)eE? : f(x*y)=f(x)Tf(y)
Exemples :

e L’application In est un homomorphisme de (]0,+oc[ ,x) vers (R,+)

o L’application exp est un homomorphisme de (R,+)vers (]0,+oo[ ,x)

e L’application x+ax (aeR) est un homomorphisme de (R,+)vers (R,+)

o L’application x\—>a* (acR™) est un homomorphisme de (R,+)vers (R,x)
Propriétés
Soit f un homomorphisme de (E,*)vers (F,T)
L’homomorphisme f transfére les propriétés de (E,*) dans (f(E),T)
Remarque :
Si f un homomorphisme surjectif de (E,*)vers (F,T), et (E,*) est un groupe , alors (F,T) est
groupe .
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2) ISOMOMORPHISME :

Définition :

Soient E et F deux ensembles munis respectivement de deux lois de compositions internes =
et T.

Et soit f une application de E vers F .

On dit que f est un isomorphisme de (E,*)vers (F,T) si f est un homomorphisme bijectif.

Exemples :

e L’application In est un isomorphisme de (]0,+oo[ ,x) Vers (R,+)

e L’application exp est un isomorphisme de (R,+)vers (]0,+o[ )

o L’application x+—ax (acR") est un isomorphisme de (R,+)vers (R,+)

e [L’application x+>a* (aeR"™) est un isomorphisme de (R,+)vers (]0,+o[ )
Propriétés
Soit f un isomorphisme de (E,x)vers (F,T)

e L’isomorphisme f transfére les propriétés de (E,x) dans (F,T)

e Si (E,x)estun groupe , alors (F,T)est un groupe

e Si (E,*)est un groupe commutatif , alors (F,T)est un groupe commutatif

D) ANNEAUX — CORPS :

1) ANNEAUX

Soit A un ensemble muni de deux L .C.I : *etT

(A;*)estungroupe commutatif

(A;*,T) est un anneau < < Test associativedans A
Test distributive par rappor a*dans A

Etsidepus T est commutative dans A, alors on dit que (A; *,T) est un anneau commutatif
Si T admet un élément neutre dans A , alors on dit que (A; >x<,T) est un anneau unitaire

Les diviseurs de zéro d’un anneau

Soit (A;*,T Jun anneau de zéro e ( e est I’élément neutre de (A;*) )
Onditque ac A— {e} est un diviseur de zéro pour I’anneau (A; *, T ) , Sl :

EIbeA—{e} calb=eou bTa=c¢e
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A

ANNEAU INTEGRE:

On dit que [’anneau (A; * T ) est INTEGRE, s’il n’admet pas de diviseurs de zéro,
Autrement dit : (‘v’(a,b) S AZ) : [aTb =e=>a=eoub= e]

Exemple et contre-exemple :

(Z;+,%);(Q;+,%); (R; +,x ) ;(C; +,x ) sont des anneaux intégres , tandis que :

(M, (R);+,x );(M,(RR);+,x ) sont des anneaux non intégres
2) CORPS : soit A un ensemble muni de deux L .C.I : xetT

*(A;*,T)estunanneau unitaire de zéroe
(A;*,T )estuncorps< < (e estl'élément neutrede (A;*))
eTout élémentde A — {e}, est symétrisabledans A

(o(A; *) estun groupe commutatif
d' élément neutree
*(A";T)estungroupe ( A" =A-{e})

eTestdistributive par rappor a+*dans A

Et si de plus T est commutative dans A, on dit que (A; *, T )est un corps commutatif.
Propriété :
(A;=,T )estun corps = (A;*,T )est un anneau intégre.

E) Espace vectoriel réel

Loi de composition externe

Définition

Etant donnés deux ensembles E et G (non vides), toute application f de E x G vers G est
appelée loi de composition externe sur G a composante dans E ; noté : ..

L’image de (a.,x) par festnoté : f(o,x)=o.x.

Exemples

1) Rty () > A4, (E)

“Wb d))7 %o d) \ab ad
G N )
2) RxR — R?
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(on(%,Y)) > e (X,y) = (ox,0y )
3) RxR—>R
(o, X) > o. X =0xX
4) Rx7(RxR)—>7#(RxR)(#(RxR)est [’ensemble des fonctions de R Vers R.)
(a,f)a.f/(¥xeR):(a.f)(x)=af (x)

2) Espace vectoriel réel
Définition

Soit E un ensemble non vide muni d 'une loi de composition interne notée +et d’une loi de
composition externe notée..

On dit que (E,+,.) est un espace vectoriel réel (e.v.r) si :
1) (E,+)estun groupe commutatif.
2) Pour tout (a,p)e R* et tout (x,y)eE*ona:
N o.(X+y)=a.X+o.Y
m (0+B)-X=0.X+B-X
& o.(B-x)=(aB)-x
m1l.x=X

Attention

Ne pas considérer que toutes les lois de composition externe satisfait la 4iéme condition ;
exemple :

N x ]0; +o0[ — ]0;+00]
(. X)a.x=a" (a*=e") lox=1"=1=x (S x#1)
Remarque

Les élements de E s appellent des vecteurs et les éléments de R s appellent des scalaires .

Exemples

a) (R+.) 5 (Cor) s (A (R)+0) 5 (A4 (R)+0) 5 (F(RXR),+,.) et (R, [X],+.) (ensemble des

polynémes de degre inferieur a n) sont des (e.v.r).
b) (R"+.)estunev.r(neN’)
c) (V,,+.)et (V,,+,) sont dese.v.r.
3) Regles de Calcul dans un e.v.r
Soit (E,+.) un espace vectoriel réel e.v.r et soit (x,y)eE* et a ek .

ma.x-0=0=0 ou x=0
ma.x-b= x-b-a
.a.(;(—gl):a.;(—a.gl
4) Sous-Espace vectoriel
Définition

Soit (E,+,.) un espace vectoriel réel e.v.r et F une partie non vide de E .
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On dit que (F,+.) est un sous-espace vectoriel (s.e.v)de E, si (F,+,.) est un espace vectoriel

reel (e.v.r).
Propriété : (Caractérisation d’un s.e.v)

Soit (E,+,+) un e.v.r

-FzJetFcE

— F est stable pour + cad

(F+.)estunsevdeE <4 V(xy)eF;(x+y)eF

— F est stable pour .cad

(‘v’aeR)(VXeF); a.xeF

-FxJetFcE

Important < < (V(OL,B)GRZ),(V(X,y)EFZ)
a.X+B.yeF

Remarqgues

& Tout s.e.vd’un e.v.r est un e.v.r.

m Si 0¢F alors(F,+,.) n’est pas un sous-espace vectoriel de E.
Exemples?

Soit E={(x,y)/ x-2y=0}
Montrer que (E+.)est uns.e.v de (R’ +.).
Solution :

mOna: EcR? et E#@ (car 0-2.0=0donc (0,0)eE ).
& Soit (a.p)e R et ((x,y);(x.y))eE?
o (X,y)+B-(X,y)=(a-X,a.y)+(B-X'B-y)
=(o-Xx+B-X 0. y+B.y’)
Et a.x+B.x'-2(a.y+B.y)=a.-Xx—20.y+p.X'-2B.y’
=o.(x=2y)+B-(x'-2y")

—_——

=0 =0
=0
Donc : a.(x,y)+B-(x,y)eE
Alors (E+.)estuns.e.vde (R +.).

Application

a

Soit E={M (a,b):[ .

Zabje/l//z(R)/(a,b)ERZ}

Montrer que (E+.)estun S.E.V de (A% (R),+,.).
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Solution

mOna: EcA(R) et ExQ (car M(0,0)eE ).

& Soit (oB)eR? et (M(x,y);M(x',y')) e E?
a.M(x,y)+B.M(x',y’):a.(X 2yj+B.(x" 2){’}

-y X -y X

o« X 2a.yj+(ﬁ.x’ ZB.y’j

—o.y  a.X —B.y B.X
a-X+B.x"  20.y+2B.y

- —a.Yy—B.y  a.x+p.x j

[ aex+B.x 2(a.y+PB.y’)
(~(ay+B.y)  aex+B.X

M (oo X+B.X,0. y+PBy’)
Donc (o.M (x,y)+B-M(X,y'))€E ; car (a.x+p.X,a.y+B.y') ek’
Alors (E +.)estun S.E.V de (A4 (R),+..).
Remarque 1
Si on veut montrer que (E,+.)est un e.v.r ; on démontre que (E +,.) est un s.e. vde (A% (R),+,}.
Remarque 1
Si on veut montrer que (E,+*)est un Anneau (ou Corps),on utilise le fait que (E,+.)est un s.e.

donc (E,+) est un groupe commutatif.
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