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Série n°5 d’exercices corrigés sur TVI et fct réciproque 2éme Bac PC

o

Exercice 1 :
1) Montrer que I'équation : X° + x+1=0admet une racine unique dans ]-1;0
2) Etudier le signe de (x3 + X +1) sur ]-1;0[.
Solution :
1) On considére la fonction h tel que : h(x)=x*+x+1
e On a : h est continue sur (car c'est une fonction polynéme) donc continue sur |-1;0[
eOna: h(-1)=-1et h(0)=1donc : h(-1)xh(0)<0
e h'(x)=3x*+1>0 Sur ]-1;0[ donc h est strictement croissante sur ]-1;0[
Donc : d'aprés le (T.V.1) I"équation h(x)=0admet une solution unique dans ]-1;0[
2) h est strictement croissante sur ]-1;0[
Donc pour xe]-1;of ;ona: h(x)<h(a) et h(a)=0, d'oi h(x)<0
Donc pour xe ;0] ;ona: h(x)>h(a) et h(a)=0 ; d'oi h(x)>0
Conclusion : x°+ x+1 est négatif sur [-1;«] ; et positif sur [«;0]
Exercice 2 :
X—3

Soit f la fonction définie par : f (x)= e

1) Montrer que la fonction g la restriction de f sur intervalle ]—2;+oo[admet une fonction

réciproque g~ définie sur un intervalle J qu’il faut déterminer.

2) Déterminer g_l(x)pour tout x de ['intervalle J
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Solution :

1) f(x)=:T_2 ; Dy ={xeR/x+2=0}

={xeR/ x#-2}=]-0;-2[ U]-2;+]
Soit g la restriction de f sur intervalle ]-2;+oo[ ; g est continue dérivable sur ]—2;+oo[ et

pour toutxe-2iseef ona: ¢'(x) =( 23]

_(x+2)=(x-3)
ot (x+ 2)2
s PN
- (x+ 2)2
Donc (Vx e ]-2;+[) ; g/(x)>0
Par suite g est strictement croissante et continue sur ]—2;+oo[

donc g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J.

3 =g(]-2i4e)= | tim 9(x); fim 9(x)] =]-<oiq
2) Soit x & ]—o0;1 et y=]-2;+0[ ; tel que : y=g7(x)
Ona:y=g"(x)<x=9(y)
y-3
y+2
X=y+2—5
y+2

< X=

@x:l—i
y+2

5

&S ——=1-X
y+2
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_2x+3
=T

Donc (VXE]—oo;l[) ; 97 (x )_

Exercice 3 :

2X+3

Soit f la fonction définie sur | =B;+oo[ par: f(x)=v2x-1

1) Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f ~*définie sur un intervalle J

qu il faut déterminer.

2) Déterminer f '1(X) pour tout x de l'intervalle J
3) Représenter (Cf )et (Cf_l)dans le méme repére orthonormé (O;T; ])
Solution :

1) Les fonctions x +— 2x—1 est derivable sur | = [% ;+oo[ etx —>+/x est dérivables sur
| =1]0;+00]
Donc f est dérivable surE ;+oo[ ; comme composee de deux fonctions derivables ;et pour
toutxe]1 [ona f'(x) =
2 ZJT
m

Alors (VXG:I%HOOI:J ; f'(x)>0

D’ou f est strictement croissante et continue sur :IE ; +00|:

Donc f admet une fonction réciproque f ~*définie sur un intervalle

i)
=H2) x'irpwf(x)[
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= 00|
) { y= fl_l(X) @{ x=f(y)
ye[§;+oo[ {xjo;j[
o X=,2y-1

Xe[0;+oo[

xX*=2y-1

‘i’{xe[o;m[

_xXA+1
P

X & [0;+00]

(Vxe[0;+oo[) ; P (x)= X22+1

3) Représentation de (Cf ) et (C f_l)

Exercice 4 :

Considérons la fonction f définie et continue Sur [’intervalle [a;b] tel que : f (a) <Oil

a-X
b—x,
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Montrer qu’il existe X, € Ja;b[ tel que : f (XO) =
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Solution :

a—X,
b—X,

Ona: f(x)= & f(%)(b-x%)-(a=%)=0

Considérons la fonction g définie par : g(x)= f (x)(b—x)—(a—x); la fonction g est

continue sur l’intervalle [a; b] car c’est la somme de fonctions continues sur [a; b]
Ona: g(a)=f(a)(b—a)<0Oet g(b)=b—a>0 (car f(a)<O0etbh>a)
Donc d’apres le TVI (EIXO € ]a;b[) tel que : g(XO) =0 f (XO)(b - xo)—(a— XO) =0

a—X,
b—X,

<:>(on e]a;b[); f(x)=
Exercice 5 :
Soit la fonction f (x)=x*+ x+1définie suriR.
1- Déterminer J = f([O;l])

2- Montrer que la restriction g de f admet une fonction réciproque f " définie de [0;1]vers
J et déterminer g™*(x) pour tout X € J

Solution :

f(x)=x*+x+1

1- f est continue et dérivable sur R (car c’est une fonction polynéme) ; et pour toutR on a :
f'(x)=2x+1

Donc f est strictement croissante sur [0;1] ; d’ou f ([0;1]) =[ 1(0); f(1)]=[13]

2- La restriction g de f sur [0;1] est continue strictement croissante ; donc elle admet une

fonction réciproque g définie sur J = f([O;l])=[1;3]
Et pour tout xe J et ye[0;1] ;ona: y=g7(x) = x=g(y)

SXx=y +y+1
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1 1Y 1Y
X=Y +2x=y+| = | +1-| =
TAEYreyy (2) (2)

(3]
Sx=ly+=| +=
2 4

2
<:>(y+%) =x—% et xe[L3]

@y+i=w_ﬂ/x—§
2 4
or y=—%—,/x—%<0 ; donc y ¢[0;1]

Alors pour toutx e[1;3] ona: g‘l(x)=—%+ ’x—%

Exercice 6 :

Soit g la fonction définie R* sur par : g(x)=x— 2JX..
1- Montrer que g est strictement croissante sur [1; +oo[ puis déterminer J =g ([1; +oo[)

2- Montrer que la restriction h de g sur [1;+o[ admet une fonction réciproqueh™ définie
de J vers [1;+oo[ et déterminer h™(x) pour tout x € J

Solution :

1- La fonction g est continue dérivable sur ]0;+oo[ comme somme de fonctions dérivables

sur ]0;+oo[ ; et pour tout x € J0;+o0[ ;ona: g’(x)=1—i

X

Donc (Vx e Ji;+0[) ; g'(x)>0

Dol g est strictement croissante sur [1;+o] ; et J = g([l; +oo[) = [g(l); lim g(x)[

X—>+0
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Et g(1)=-1; Xlirpwg(x)=xllrpw(x—2x/;)

= |lim x(l—i)— +00
X—>+00 \/;

Dol J = [-1;+0[

fonction réciproqueh™ définie sur J = g([L;+oo[ ) = [~1;+eo]

Pour xe[-1;+0[ et ye[L;+0[ ;ona: y=h7(x)< x=h(y)
< x=9(y)
Sx=y-2y

=Jy =2y +1-1
x=(yy-1) -1

@(\/V—l)2=x+1
oy —1=+x+1
& \Jy =1£Vx+1

y=(1i\/m)2
Or 1-+/x+1<0 ; donc y= (1 \/F) & [L;+oo]
Dol y=(1+\/ﬁ)2
Donc (VXE[—1;+00[) h™(x)= (1+\/ﬁ)
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2- Larestriction h de g sur [1; +oo[ est continue strictement croissante donc elle admet une
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