Etude d’une fonction logarithmique

2éme Bac SM

1+Inx .
f (x)=——— etsoit C la courbe
représentative de la fonction f dans un repére du
‘plan. La courbe C est donnée ci-dessous :
: J | : :

: 1. @) Montrer que : lim f (x)=—o0

x—0"

b) Montrer que : lim f (x)=0

¢) En déduire les asymptotes éventuelles a la
] courbe C.
2 2. a) On note f ' la fonction dérivée de la

fonction f sur l'intervalle ]0 ;+oo[.
Vérifier que, pour tout réel x appartenant a

l’intervalle]O ;+00[ , f,(x):—l——ZlnX.

3

b) Résoudre sur l’intervalle ]0 ;+oo[l’inéquati0n
-1-2Inx>0.

En déduire le signe de f'(x)sur intervalle
10 ;+of .
c) Dresser le tableau des variations de la
fonction f.

) 3. a) Démontrer que la courbe C a un unique point
d’intersection avec l’axe des abscisses, dont
on précisera les  coordonnées.

b) En déduire le signe de f (X) sur ['intervalle
]0 ;+oo[

:4. Pour tout entier n>1, onnote |, /’aire,

exprimée en unités d’aire, du domaine délimité par

:/'axe des abscisses, la courbe C et les droites

I . 1
:d’équations respectives X=— et X=n.
e

1
a) Démontrer que 0<1, SE_E .
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On admet que la fonction F, définie sur
—2-Inx
X

Vintervalle |0 ;+oo[ par : F(x)= , est
une primitive de la fonction f sur ['intervalle
]O ;+oo[ .

b) Calculer 1, en fonction de n.
c) Etudier la limite de |, en + oo. Interpréter
graphiquement le résultat obtenu.

Correction
1.a) Calculons limA(x)

x—0

ona: lim f (Xp=dim 20X

x>0 x—>0" X

i (2 In %) x = = oo

x—0T X
: .1
Car: I|m(1+ln X)=—o0 et lim—= =+
X—0" x>0 X

b):Calctlons lim f (x)

X—>+00

Ona: lim f (x):limi+|n—xx1
X X

X—>+00 x>0t X

.1 Inx 1
=lim=+—x==0
X‘?+00X X X

Car: lim™ —0 ; limi=0 etlimL=0

X—>+0 X X—>+00 X X—>+0 X
c) Interprétation géométrique
Comme lim f (X) =0 ,alors I’axe des abscisses est

X—>+00

asymptote horizontale a la courbe C au voisinage
de + oo,

Comme lim f (X) =—0, [’axe des ordonnées est

x—0"

asymptote verticale a la courbe C.
2.a) Calcule de la dérivée de f

Comme la fonction In est dérivable sur ]O ;+oo[, la
fonction x > 1+1Inx est dérivable sur 0 ;+o0].

La fonction x+— x* est dérivable sur IR donc
dérivable sur ]0 ;+oof .

Par suite, la fonction f est dérivable sur |0 ;+oof

comme quotient de fonctions dérivables dont le
dénominateur ne s ’annule pas sur ]0 ;+oo[ .
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& Pour tout nombre reel strictement positif x - 3.a) Déterminer les coordonnées d’un point
; d’intersection
Un point M de coordonnées (x ; y) appartient a la

v f'(x)= . K

Vv () (x? )2 courbe C si et seulement si =0 et y=f (x).

“ X — (1 +In X) % 2X Un point M de coordonnées (x ; y) appartient a l’axe
= 7 des abscisses si et seulementsi y=0 .

X ) , . .
1-(1+Inx)x2 Par conséquent, pour déterminer les coordonnées
- 3 d’un point M appartenant a la courbe C et a [’axe

X
_ -1-2Inx des abscisses, nous devons résoudre sur 0 ;+oo
X3

)1(x X* —(1+Inx)x 2x

[’équation f( )=0.
f(x):0<:>1+|nx—

X2

¥ b) Etude de signe de '(x)
Pour tout nombre réel strictement positif x : <1+Inx=0
-1-2Inx>0 < —2Inx > 1 inx=-1

1 1
Slnx<—= S X==
2 €
< 2Inx <1 La courbe C a ununique point d’intersection avec
[’axe des abscisses “les coordonnées de ce point

e

1
o X<e’ 1
& Par un raisonnement analogue, nous pouvons sont (—;Oj
4 .

5 démontrer que —1-2Inx<0 <> x>e 2 et
4 1

¥ —1-2Inx >0 < x<e 2,
Zdcomme x*>0, f'(x) ale méme signe que son

numérateur —1—2Inx. Le tableau de signe s’ enSuit : p
4 X 1 b) Etudier le signe d’une fonction
0 e ?

. L 1
too La fonction f est décroissante sur {—;+oo{ et
f'(x) + - Je
C) Dresser le tableau de variations d’une fonction Xllmo f (X) =0 Il s’ensuit que la fonction f st
5/ Le tableau de variations découle immédiatement du N 1
Fitableau de signes de f'(x) . Eneffet, comme sur positive sur [ﬁﬁ"o[ :

p 1 . ..
l’intervalle}o;e 2[, Fe(X), est Strictement positive, || 4 fonction f est croissante sur}O' 1 } ot elle

Je

1
‘::’: i i i ‘g 2 1 . .

,,A: fonction f est strictement croissante sur }O,e { + | s’annule en = . Il s ensuit que la fonction f est
p e

contre, comme sur l’intervalle

. o 1 .
strictement negative sur }0;—‘: et strictement
€

, f'(x) est strictement négative, la

,:1‘: - A ; . . 1
‘,: est strictement décroissante sur pOSItIVG Sur}—;

¥l

0

X

Signe de f (x)

Variations de f
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a) Encadrer une intégrale
‘apres le tableau de variations (question 2. c)),
& pour tout nombre réel strictement positif X,

Vi e
W f(x)<=
| f0<5
% D apres le tableau de signes (question 3. b)), pour

& ‘ y. 1

¥ tout nombre reel x dans l'intervalle {—;2 ,
e

:::‘: f (X) >0 .

) 1 e

%! Par conséquent, sur| =;2 | ; 0< f(x)sE .

7 o

b . e .

y: Les fonctions, x>0 et x> > sont continues

1 Lo ye s .

basur | —; 2 |. Par propriété de l'intégrale, il en

y e

découle que :

Sdeg ff(x)dxsjggdx

12 f (x)dxs%[x]i

e

2-1)
1

"_—2—In(n)
1. n

:—Z—In(n)

+€

:D ‘ol pour tout N'\ne IN™% | +e

W @) . In(n
59 c) comme lim—=0"et I|mL

n—-+o0 n nN—+w n

=0Qalors;

9 lim 1 "=e

i, N>+

b7 Interprétation géométrique :

L "aire définie par la courbe de f ; |’axe des

# abscisses sur la partie du plan ou f est positive est

¥ finie de valeur e.
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