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Divisibilité et nombres premiers

Résumé de cours Arithmétique 2éme BAC SMATHS

On dit que a divise b, ou que b est divisible par a ou bien encore que a est un multiple de b et [’on note
alb
alb<3c/a=bxc

Propriétés : (VaeZ ;VbeZ)

e(vacz );0la

eSi a|b , alors |a| <] .

eSi a|betsi b|aalors a=+b

eSi a|betsi b|c,alors alc

eSi a|betsi ajc,alors: a|lb+c ; alb—c et (VxeZ ;VyeZ ) ;alxb+ye
eSi a|balors axc|bxc

définition :

Un entier n supérieur ou égal a 2 est dit premier s’il n‘admet pasydans IN d’autres diviseurs que lui-
méme ou [’unité. Liste des nombres premiers : 2;3,5; 1;11,13;17;19; 23; 29;31;37;41,43...

Théoréme fondamental d’arithmétique :

Décomposition

Soit n un entier quelconque. n se décompese de’maniére unique a l’ordre prés sous forme de produit de

Division Euclidienne

a et b sont deux relatifs. Alors il existe un unique relatif g et un unique entier r tels que : a=bxq+r et
0<r<|b|

q est le quotient j\r est le reste Attention ;
Que l'onsoit danssZ ou IN, le reste est toujours positif ou nul .

Congruences

Oon'ditque 2 entiers relatifs sont congrus modulo n s’ils ont méme reste dans la division par n.
Onnote: a=b[n]<>a-b=0[n]<3keZ /a-b=kxn

Propriétés

Si a=b[n] et a'=b'[n]
ea+a =b+b'[n]
oaxa'beb'[n]

e a’ Ebp[n]
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PGCD et PPCM

Soient a et b 2 entiers relatifs. L ’ensemble des diviseurs communs & a et a b admet un plus grand
élément nommé le pged (a;b). On note aussi : (aAb).

Propriétés
Sikdiviseaetbh
o[22 Lann)
k k) k
e (kxankxb)=kx(aab)
On peut trouver pgcd de 3 maniéres

e par décomposition des 2 nombres
e par une suite de divisions euclidiennes, le dernier reste non nul étant le pgcd

e par le théoréme de Bézout Soienta etb 2 entiers relatifs.
L ensemble des multiples communs & a et & b admet un plus petit élément nomméile ppern(a;b) .

On note aussi : (avb) ;axb= pgcd(a;b)x ppcm(a;b)

Théoréme de Bezout

Soitd le pgcd(a;b); alors, il existe 2 relatifs u et v tels qué s, axu+bxv=d .
Définition :

2 Nombres sont premiers entre eux si et seulement st leur: pgcd est égal a 1.
1° corollaire

pged (a;b)=1<3(u;v) e Z* /axu+hxvel

2° corollaire

a=a'xd
pgcd (a;b) =1 1=b"xd
(Wv)eZ® /a'xu+b'xv=1

Théoréeme de Gauss

Si adivise bxc etsi (anb=1), alors a divise c.

Corollaire :

p un nombre premier divise un produit de facteurs si et seulement si il divise I’un de ces facteurs.
En particulier, si p divisea , alors p divise a .

Corollaire :

Si a divise c et b divise ¢, si (aAb=1), alors axb divise c.
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Résolution d'une équation de type: ax +by =c

Les équations de la forme (E) ;ax+by=coua ;betcsontdans Z se résolvent de la fagon suivante:
e Si a et b sont premiers entre eux, on cherche une solution particuliére(xo; yo) . Toute autre solution
(x; y)doit alors vérifier : a(x—x,)+b(y—y,)=0 donc:a(x—x,)=b(y,-Y).

Comme a et b sont premiers entre eux, cette derniére relation implique (d'apres le Théoréme de Gauss)
que a divise (y, —y)donc qu'il existe un entier k dans Z tel que(y,—y)=ka.

En remplagant dans I'équation précédente, on obtient alors a(x—x,)=bxkad'ol(x—x,)=kb.

Toute solution est donc de la forme : (x = x, +kb; y = y, —ka) ;ot k est un entier relatif
On vérifie alors sans probléme que ces couples sont bien des solutions.

CONCLUSION:

Les solutions de (E) sont les couples (x =X, +kb; y=y, - ka)ou (xo; yo)est une solution particuliére de j;;’
(E)et k un entier relatif quelconque.

Pour déterminer un couple particulier de solution, on utilise, par exemple, I'Algerithme d'Euclide qui
permet de déterminer un couple (u; v) dans Ztel que : au+bv =1.

On sait qu'un tel couple existe si a et b sont premiers entre eux.

Le couple (cu; cv)est alors une solution particuliére de (E).

e Si a et b ne sont pas premiers entre eux, alors si d estde. PGEDde a et b, et si d ne divise pas c alors
I'équation (E) n'admet aucune solution dans Z2.

Si d divise c, on sait alors qu'il existe A, B et C tels'quea=Ad , b=Bd et c=Cd ou A et B sont
premiers entre eux. L'équation (E)s'écrit alors : Ax+By~=C. On est alors dans le cas préecédent.
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