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                                           CONTROLE N°3  1
er

 Semestre       2éme Bac Sc.M 

 

Problème (14 points) 

Partie I 

On considère la fonction g définie par :    1 lng x x x    

 1- Etudier les variations de la fonction g et donner son tableau de variation 

2- En déduire que :  0;x    ; lnx x   

Partie II 

On considère la fonction f définie par : 
 

 

ln
     0

ln

0 1                       

x
f x si x

x x

f

 


 







  

1- a- Montrer que f est continue en 0 . 

b- Montrer que f est dérivable en 0 et que :  0 0f     

2- Montrer que :   lim  0
x

f x


  et donner une interprétation géométrique au résultat obtenu. 

3- Etudier les variations de la fonction f et donner son tableau de variation. 

4- Construire la courbe  fC  représentant f dans un repère orthonormé  ; ;O i j  . 

Partie III 

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. 

1- Montrer que l'équation :  
1

f x
n

  ; admet une unique solution n  dans l’intervalle  1;e . 

2- Montrer que la suite  n est décroissante. 

3- En déduire que  n est convergente. 

4- a- Montrer que : 2n   ; ln
1

n
n

u
u

n



 

     b-Montrer que :  lim ln 0n
n

u


  . 

c- En déduire lim n
n

u


. 

Solution 

Partie I  

1-Etude des variations de g. 

La fonction g est définie et dérivable sur l'intervalle  0;  et  0;x    ;  
1 1

1
x

g x
x x


     . 

Comme la fonction g est définie sur l'intervalle  0; alors le signe de  g x est celui de  1x  . 

∎    
1 ln

lim lim 1 ln lim 1
x x x

x
g x x x x

x x  

 
        

 
(car : 

1
lim 0
x x

 et
ln

lim 0
x

x

x
 ) 

∎    
0 0

lim lim 1 ln
x x

g x x x
  

     (car : 
0

lim ln
x

x


  ) 
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Tableau de variation de g  

x   0                       1                                     

  

 g x                      0                  

 

 g x  

 

                                                          

  
 

                           0  

2- Déduisons que:  0;x   , lnx x   

On a d'après ce qui précède :     0; 0;g     d'où :  0;x   ,   0g x   et par suite :

 0;x    ; 1 ln 0 1 lnx x x x      et comme : 1x x  alors  0;x    ; lnx x . 

Partie II 

1- a- Continuité de f à droite en 0  

 
0 0 0 0

ln 1 1
lim lim = lim = lim = 1  

lnln
1

ln ln

x x x x

x
f x

x x xx x

x x

      
 




(car : 
0

lim 0
lnx

x

x
 ) 

On a:  
0

lim 1
x

f x


  et  0 1f     

Donc f est continue à droite en 0 . 

      b- Dérivabilité de f à droite en 0  

     

   0 0 0 0

ln
10 ln ln 1lnlim lim = lim = lim =0  

0 ln lnx x x x

x
f x f x x xx x

x x x x x x x      

 
 

  


(car : 

 0

1
lim 0

lnx x x



) 

Donc f est dérivable à droite en 0  et  0 0f    . 

2- Montrons que :   lim  0
x

f x


   

 
ln 1 1

lim lim = lim = lim =0  
lnln

1
ln ln

x x x x

x
f x

x x xx x

x x

   





(car : 
1

lim

1
ln

x x

x


 

 
 

 

) 

Interprétation géométrique : 

Puisque  lim  0
x

f x


 alors la courbe  fC admet l'axe des abscisses comme asymptote au voisinage de

 .  

3- Etude des variations de f 

Les fonctions lnx x  et lnx x x  sont dérivables sur  0;  ; de plus pour tout  0;x  , 

ln 0x x  car  0;x   , lnx x  ; alors la fonction f est dérivable sur  0;  comme rapport de ces 

deux fonctions ; et comme f est dérivable à droite en 0 alors elle est dérivable sur 0;  ; pour tout 

 0;x   : 

 
ln

ln

x
f x

x x

 
   

 
 

        

 

 
2

1 1
ln ln 1

ln

x x x
x x

x x

 
     

 


 

       

ln
1

x

x




ln
ln

x
x

x
 

 
2

lnx x
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 

2

1 ln

ln

x

x x





 

 Et par suite:  0;x    ;  
 

2

1 ln

ln

x
f x

x x


 


 

Sens de variation et tableau de variation de f 

On a :  0;x    ;  
2

ln 0x x  d'où le signe de  f x  est celui de  1 lnx  ; et : 

1 ln 0 ln 1

                

x x

x e

   

 
 

D'où : ∎    ; ;  ' 0x e f x      et     0; ;  ' 0x e f x   

Tableau de variation de f 

x  0                    e                                    

  

 'f x                      0                       

 

f  

 

                          
1

1e
 

 

1                                                            
0  

- Construction de la courbe  fC   

 
Partie III 

1- La fonction f est continue et strictement croissante sur l'intervalle  1;e  donc f est une bijection de 

 1;e sur   
1

1; 0;
1

f e
e

 
   

Et on a :   IIN \ 1n    ; 
1

0;
1e

 
  

 

Par conséquent :   IIN \ 1n    ;  ! 1;n e   /  
1

nf
n

   . 

Donc l'équation :  
1

f x
n

  admet une unique solution n  dans  1;e . 

2- Montrons que la suite  n est décroissante 

On a:   IIN \ 1n    ;  
1

nf
n

  d'où   IIN \ 1n   ;
1 1

n f
n

   
  

 
. 

Par suite :   IIN \ 1n    ;
1 1

1

1 1

1
n n f f

n n
   



   
     

   
. 

Et comme 
1 1

1n n



 dans 

1
0;

1e

 
  

et 
1f 
 est strict croissante sur 

1
0;

1e

 
  

alors : 
1 11 1

1
f f

n n

    
   

   
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Par conséquent   IIN \ 1n   ;
1n n   . 

Donc la suite  n est décroissante 

3- Convergence de la suite  n  

Puisque la suite  n est décroissante et minorée par 1 donc  n est convergente 

4- a- Montrons que : 2n   ;   ln
1

n
n

n


 


  

        On a pour tout entier 2n   :  
ln1 1

ln

n
n

n n

f
n n




 
  


 

                                                                                    
ln ln

ln ln

n n n

n n n

n

n

  

  

  

  
 

                                                                                   

 

 

1 ln

ln
1

n n

n
n

n

n

 




  

 


 

                            Donc 2n   ; 
 

ln
1

n
n

n


 


 

                  b- Montrons que  lim ln 0n
n




  

                      On a : 
 

 

 

IIN ;ln
1

IIN ;1     

n
n

n

n
n

n e











   


    


 

                    d'où  
1

IIN ; ln
1 1

n

e
n

n n
   

 
 

                     Et comme 
1

lim lim 0
1 1n n

e

n n 
 

 
. 

                   Alors : lim ln 0n
n




  

               c- Déduisons lim n
n




 

                0n   ; donc 
ln n

n e
  d'où 

ln 0i 1lim l m n

n n
n e e


 

   car la fonction xx e est continue en 

0 . 
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