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Correction Examen nationale 2010 Session de Normale
JUBSSIRATHS

2éme Bac SM A e+ B
I-(V(ab)eIxI)  a%b= (@) ()

1) ® Pour tout(a,b)e IxT ;ona: akb ="

(k).n(a)

=b%xg
Ponc la lol * est commutative.

® pour tout les Eléments a, betcdeI ;ona.

% (b « £) _ 6Ivn(a).lvn(b*o)

=(axb)xc
Donc la lol * est associative.
2) Soit & l'élément neutre de la loi * dans T.
Pour tout ael ona. a*xe=g*a=da=> a=c" D"
= g = lng@e)
= g =lwalvwe
=le=1
=ec=c

Done e est l'élément neutre poar la loi * dans I
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3)a)e Ona.: T —{1}c T ;donlaloi*est commutative et associative dans I —{1}

Dautre part e est l'élement neutre pour la lof * dans T et T — {1} cl et
comme [l est unique alors ¢ est ‘lément neutre pour la loi * dans T —{1}
o Pour x € T —{1} ; résolvons dans x € I —{1}IEquation dincomue x' :

xxx =e= "M =g (* est commutative et associative dans T —{1})
= n(x).n(x") =1

= n(x') = ﬁ

N

1

eR =X ="M ¢ (I — {1})

Et comme x € T —{1}alors (x) =0 ; dou

1
()
Done tout élément de I —{1} est admet an symétrique dans T —{1} poar la lof *
On déduit done gue (I —{1}, *) est un groupe commutatit.
b) e 1,400 est une partie non Vide de T —{1} (car ¢ € L +o0[ )

o Soit (x,y)e(JL, +OO[)2 ; et solty' le symétrique de y dans T —{1} pour la lof *

On a1+ x vy = M)
1
_ 5lw(x).m
(x)
—z n(y)
[(x)
x>1  |n(x L
Dautre part on 4 . :Q >0 ;done " >1
y>1 In (\4)

Dod (x*y') e |1+
On conclut que . (‘V’(X,l/) e( +oo[)2) ; (xxy") e L 4o0] od ' est le symétrigue
de y dans T —{1} pour la lof *
Par suite (]1 +oo[, *) est un sous-groupe au groupe (I —{1}, *)
4) a) Svient a ; b et ¢ des éléments de I ;on a .

a*(bxc)= Grlanlee)
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_ 5lm(4)‘(lw(b)+lw(c))

= GHarn(e)ln(a)n(e) (* est distributive par rapport 4 X )

zglvn(a).lvx(b) X@lw(a)\lw(a)

=(ax b)x (ax* )

n(bxc)lu(a) imutile car la lois est commutative

£t (bxc)*a=¢
(n(b)+a(e))lu(a)

_ _(&)dn(a)+w(c)n(4)

(xest distributive par rapport 4 x )

\ ax(bxc)y=(a*b)x(a%c)
D'od pour tous a,; b et ¢ des éléments de I ;
(bxc)xa=(bxa)x(cxa)

Donc la lof * est distributive par rapport la loi x dans T.

b) e I est une partie non Vide de R*

1 N
et poar tout (a,b) e I? ; PRl le symétrigne de b dans (R, x) ; ona:

MX£>0 ,'d/om(ﬂxéjel’.

Dovt (I ,x) est un sous-groupe du groupe (R*,x) , de plus x est commutative

dans R”  done elle l'es+ dans T.

Par suite (I ,x) est un groupe commutatit.

° (I —-{1, *) est un groupe . (daprés Qestion3)a)) et Lest [élément neutre de
X dans R,

® i loi * est distributive par rapport la lof x dans T

® 1 lol * est commutative dans T
Done (I ,*,x) est un anmean commutatif.
£t comme (I, x ) n'admet pas de divisears de 0. (I ,*,x) est un annéan intégre.
On conclut que (I ,%,x)est an corps commutatif.
1 1 -2

II-Soi+A=|-1 -1 2

-2 -2 0

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliquessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



Lenovo
Cloud

0.00 

http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

1 1 -2)(1 1 =2
1) ona: A =-1 -1 2|]-1 -1 2
2 2 0J|l=2 =2 0

4 4 0

=|-4 -4 0

0 0 0
4 4 0
Done |A>=| -4 -4 0
0 0 0

Done | A® = O\ od O est la matrice nulle

2) Supposons que A est inversible et gue A son inverse ; on a done : AA =T, od I,
est l'élément neutre dans H(R)

AAT =T, o A AA = AT,
o AAT=A
S OA =A
S O=A"  cequi est absurde ; donc A est non inversible.

Exercice 2

1) a) Déterminons les racines carrvées aun nombre complexe 3+ 41
Soit r=X+I1y racine carvée du nombre complexe 3+ 4 ; alors on a .

2 =3+4i=(x+iy) =3+4
X2 —y? 4+ 20y =3+ 4
=
|| =[3+ 4]
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X —y?=3
&y 2xy =4
X' +y* =5
(2 =4
Syt =1
\Xl/=2
x=2 x=-2
Sqyv=1lousy=-1
Xy =2 Xy =2

Done les deux racines carvées au complexe 3+ 4 sont ry=2+1et ry=—2—1

b) Soit l'équation (E) . 42* —10iz—-7-i=0

Le discriminant de (E) est: A=(~10)" + 4x 4(7+i)
=-100+112 +16/
=12 +16/
=4(3+4/)

Done les racines de A sont 6, =2(2+1) et 6, =2(-2—1)

D'od les solutions de (E) sont :

C10i-2(2+7) 1. . 10i+2(2+i) 1 3.

z, =—Z+tjete, =—+=
8 2 8 2 2

(-1-2/)(1+3/)
5
_ -1-2/-3/+6
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Done é =1—/

A
w@m;b%:—fuz/‘
0—u a
b—a
‘ =1 AB = AO
O—u
PN ~\(75:78) =22
ﬂfg(o ﬂ)E%[Zﬁ] (74 24 )=E[ 7]
—Aa

DPou le +r/mg/5 OAB est isocele- /fwmwg/é en A

3) Soit R la rotation de centre C(c) et dangle % ;T la +ranslation de vectear AO e+ D
le point d'affixe 4, L le point d'affixe (.

4)Ona:R(B)=Pod—c=(b-c)e?
oSd=(b-¢)i+c
od=ib+(1-i)c
<:>d=/(£+§/)+(l—/)§
2 2
<:>¢/=—§+1/'+(1—/);
2 2
P()/Mﬁ/z—§+l/+(1—/)§
2 2 N
b)Oona.T(P)=L<DPL=AO
Sl—d=-a

@f:—ﬂ+(—§+1/+(1—/)4)
2 2

Pone [ = —1—%/+(1—/)5

1
A=+ (1-i)e-c
&]OMﬂ.'g ‘- 2

1 .
—=4i-c
2
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—1—1/‘—/5
2

Powé_ =/
a—¢
{-¢ 1
g 1A= e
oU S j— e
02\ (cAscL)=2 (2]
are =—[27] 2
a—¢ 2

Ainsi le triangle ACL est isocele-rectangle en C.
Exercice 3

1) Déterminons les entiers relatifs m vérifiant - m* +1=0[5]

Soit m e Z tel que m* +1=0[5], done m* = -1[5]

Puisque —1= 4[5] alors m* = 4[5] d'ect m* — 4=0[5]

Done (m—2)(m+2) =0[5]

Ainsi 5| (m—2)(m+ 2) et comme 5 est premicr alors 5| m—2o0u 5| m+2
Pone m = 2[5] ou m= —2[5]

Et comme 3=—2[5)on anra m = 2[5] ou m = 3[5]

Reéciproguement
o Sim=2[5] alors m* = 4[5] cad m* = -1[5] donc m* +1=0[5]
e Si m=3[5alors m* = 9[5] cad m* = —1[5] donc m* +1=0[5]
En conclusions les entiers relatifs on vérifiant m* +1=0[5] sont les entiers positifs tels
gue : m=2[5] ou m=3[5] ,; ou autrement appartiennent 4 l'ensemble
S={2+5k;3+5k/ keZ}
2) p un nombre premier tel que p =3+ 4k od k e Net meNod m* +1=0[p]
a) Vérifions que (mz)%l =-1[p]
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Ona.m+1=0[p]

2k+1

Done (//nz) =-1[p]

v) Montrons que ma p =1

Daprés la question précédente on a : (//142)%1 =-1[p] = m*"* =-1]p]

= kp+ (—m“k”)m =1
Done (u= kv =—m*") e Z? tel que up +vim=1
Dod d'aprés le théoréme de Bezout ma p =1
¢) Déduisons que (/442)%1 =1[p]

et comme p =3+ 4k, on obtient m** =1[p]= m*™? =1[p]

— (/442 )2/<+1 _ 1[P]

, s 2\2k+1
Dou (//14 ) =1[p]
d) Pédnisons qu’il n'existe pas dentier natarel n +el que n* +1=0[p]

supposons qu'll existe un entier naturel n tel que n® +1=0[p|

2k+1
done (WZ) ® = =1 p|dapres le résultat de la question présidente on a aussi

(/42)%+1 =1[p] , on déduit que 1= -1 p]|doi 2 =0[p]
Done pl2 ce qui est contradictoire avec le fait que p =3+ 4k impair.
Done il n'existe aucan entier naturel n +el que n* +1=0 [P].

Exercice 4

Partie I
Fixsdxe™ ;x e[0,+o
1) Calenlons lim £ (x)

X—>+00

lim £ (x) = lim (4)(5‘*2)

X—>+00 X—>+0

0/4,D055+:X2 /'domx:x/?ﬁx—>+oo:>+—>+oo

Pod lim £(x)= lim (47

X—>+o0 X—>+00

4 . 4 .
=lm|—=+"|=0Lar m —= lim+" =0
(57 )0 /

k=40 [+ X—>+0

=>m¥ P =kp-1 ocdkel
=S bkp-m"*P =1 odkeZ

ona mnp=Letp premier donc daprés le petit théoréme de Fermat m™™ =1[p]
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Done | lim £(x)=0

X—>+0

2) Etudions la monotonie de  sur [0,+0|
On 4 les fonctions X v —x> et X &> &' sont dérivables sur R en particalier sur [0, +oo[
done x v € est dérivable sar [0,+o0] comme composée de fonctions dérivables sur

[0, +00[, de plus la fonction x v dx est dérivable sur [0,+0[ dod £ :x > bxe™ est
Aérivable sur |0,+o0] comme produit de deux fonctions dérivables sur [0,+oo[ et Pour tout

Xe [O,+oo[ ,ona: f’( X) = (4)(5‘*2 )'
— 4 1 bxx (—2)()5‘)‘2
=40 (1-2x°)

Done (VX € [O/+oo[);7f'( X) =40 (1—2)(2)

Dod le signe de 7"( X) est celui de (l— 2)(2)
Tablean de signe de ' ( x)

* 0 Q +00
2
(1-247) + D N
ZON IR =

. . . 2 . L
Par sulte 1 est strictement croissante sur {O, 7} et strictement décroissante sur

G
Tableau de variations de ¥
J2
X 0 T +00
Z0 o -

0 0
3) e [‘équation de la tangente 4 (C)au point d'abscisse 0 est .

v =7'(0)(x=0)+£(0)
Done |y = 4x
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® Représentation graphigque de (C)

'I,r:4.xlr";

4) Calenlons lintégrale a = _[Olf (x)ax
1 1 2
Oona. Iof(X)d/X = IO4X5 a
- —2]01(—2 x)e™ di
- —ZI:(—XZ)I ™ di

]

:2(1—5‘1)

Done |a = 2(1—5‘1)

Dédnisons [ aire du domaine délimi+é par (C), les deux axes au repére et la droite
déquation x =1

Soit A laire demande, A = .[:|7£(X)|”/X et comme £ (x) 2 0sur [0,1]ef HFHZ =4

Done | A = 8(1— 5‘1) om?

Partie IT

Pour n €N/ n22 ; £, : x> 4x'e™ ;x €[0,+o0]

1) a) Wontrons gue vr>1 et <t

. Vx>1
Solt rona
x>1= x>«
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= x> <—x
2 . . . .
=e " <e” (car la fonction Exponenticlle est strictement croissante)

X

2
Pone \(Nx>1le" <e

b)Ona:Vx>1,e" <&’ =4xe™ <dx'e”

X

2 —_
— O<4x'e < ax'e
=0<7 (x)<dx'e”

Et comme lim 4x"e¢™" = lim o =0 alrs | lim £ (x)=0

X—>+o0 X—>+0 2 X—>+00

2) Etudions la monotonic de f, sur [O, +oo[ et dressons son tavleau de variations.
On a f, est dérivable sar [0,+o0| ; comme produit de deux fonction dérivables sur
[0,+00] et (Vxe[0,+() ;ona:f)(x) :(4x”5‘)‘2)

= 4y —gx e
2
=4x7e (n=2x7)

Done et le signe de ﬁ'()c) sur [0, +oo[ est celui de (/4 -2 XZ)

Tableau de signe de £, (x)

g 0 @ +00
(v-2x7) + 0 —
7, (x) + 0 —

J2n

Donc f, est strictement croissante sur { T} est strictement décroissante sur

0 1 ﬁ +00
X 2
£ (x) + 0 —
() =5
M X / 2W_4 \
0 0
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214—2

n n
= " 6_5
\/ 214—4

3) a) Montrons (H(MM € ]0,1[)/ fﬂ(mﬁ) =1

Considérons la fonction @, : X v f, (X ) —1définie sur [0,1]
On a ¢, est dévivable done continue sur[0,1] et @ (x)=7#(x) >0

dod ¢, est strictement croissante sur [0,1], de plus : ¢, (0)=#,(0)-1=-1<0 et
0,(1)=F(1)-1=4¢"-1>0

Done d aprés le +théoréme des valeurs intermédiaires on déduit

(Ellmwe ]O,l[)/(oﬁ(mw) =0

cad|(3u,e10) / £,(u,) =1

b) Montrons que (m M) [ est strictement croissante et déduisons gu'elle es+

nz

con \/5//@5%5

ona: fm(mm) =1 ¢t fm(mﬂ) =4, ) e =4 ) e xu, =u,
%/—/
fw(mw):l
w, <1 done £, ((AM) <f.a (MM+1) et comme f,,, est strictement croissante sur[0,1]
dlors :Nnz2 ; n, <t 4
Donc ({AM)

est con \/5@5/4%5.

\ est strictement croissante et comme elle est majorée par L | alors elle

nz

5) Soit £ = limu,

n—>+00

a) Montrons que 0 < £ <1

(m W) ,651 strictement croissante alors, élle est minorée par son premier terme .
nz

W,<u, ;deplusona:.0< <1

Done 0 <un, <wn, <1, par passage a la limite on obtient : 0<u, < lim n, <1

N—>+0

Poi|0< <1
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b) WMontrons que N'n>2 —m—4<lm(mw)s1—m—4
7 non
Soitn=2 ;ona. ﬂ(mw)=l<:> 4(01,4)”5‘“2” =1

n

= lm((mM)”) = lm(% 5“2”)

, 1
< (n,) ==e"
()" =7

Dautre part pour tout n>2 ona.:0< <1
Pone 0 <u?, <1=> —n(4) < —n(4)+u® <1-(4)
2
:> —n(4) y —m(4)+w’, 1 W(4)

" " " "
—ln(4 (4
:>M<[VI(MM)S1—M

" " n
Pone (VMZZ);—M—4<[V|((AM)31_M_4

i non

« w4 : 1 4 o .
c) Ona lm|——|=lim|==—|=0,donc par proprieté de limite et encadvement
n—>+0 n n—>+0\ Vi

ona: lim lm(mﬁ) =0

n—>+00

Comme lim n, = U vi0< 0 <1 et la fouction W est continue en L ; alors

n—>+00

Ml=0= /(=1

Pod|limu, =1

1 —>+00

Exercice 5

2x 1
VxeR") ,F(x)=| —F———dt
(Vxe®) o7 (1) L n(1++#2)
1) Montrons que F est impaire
Ona.e xeR" alors (—X € R*)

oF(—x)= J._XZX@J/% ;on pose . U =—+ = du=—dt alors .
2x 1
F(—X)——L lm(lﬁz)dﬁz_?(x)

Donc F est une fonction impaire.
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2) Posons @(x) =_[

L xe]0 e

a) Soit x >0 ;()Mﬁ.-F()():jxﬁ L+
rl 1 2x 1
g e oy
r1 1 2x 1
24X 1 X 1
I (14 #7) - m(1++2)//7b
=@(2x)—-(x)

Done Vx>0 ; F(x)=@(2x)—@(x)

v) Soit x >0 ;la fonction + > est définie et continue sur |0,+o0] et

1
I (1 + 42 )
1€ [0, +00[ alors elle admet des primitives sur 10,40 ; dont @ est la fonction
primitive qui s‘amule en 1 ; done © est dérivable sur 10,+o0o[ alors :

¥(x)= lm(l+ Xz)
Comme la fonction x > 2x est dérivable sur |0,+oo[ et 4 valeurs dans 0,+o0[ alors
la fonction x &> Q(2x) est dérivable sur |0,+00] ; par suite la fonction
F x> @(2x)—@(x) estdérivable sur |0,+o0| comme différence de denx
fonctions dérivables sur 10,+o00] et pour tout x € 10,40 ;ona
F'(x)=2¢'(2¢) - @' (x)

2 1

n(1+4x%) W1+ ?)

- 2n(14+£7) = n(1+4x7)
(14407 n(1+2°)

oo (11 < ) - 2 )

¢) D'apreés la question précédente on dédnit que le signe de F'(x) est celui de
2n(1+ %) = In(1+4x?)
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S1+2x% + x4 >1+4x°
SxP -2 >0
<:>x2(x2—2)20

Sx>\2 ou k<2

Or x>0 ;aonc F'(x) = 0sur lintervalle [\/E +00 [ et F'(x) < 0sar lintervalle
Jo.v2]
Done F est strictement croissante sur [\/5 ;400 [ et strictement décroissante sur

2]

3) a) Pour tout x >0ona Q estcontinue sur [x,2x]| et dérivable sur |x,2x[ ; done
A'apres le théoréme des accroissements finis .

(3c ex.2x])  tel que @(2x) - @(x) = (2x - x) @' (¢)

Lone

=x¢9'(¢)

(Vx>0)(3celx2x])/F(x)=

n(1+c%)

V) Soit x>0 ;ona:0<x<c<2x=>0<x?<c? <4y’

=S 1+x2<1+c2<1+4x°

= (1+x?) <1+ %) <ln(1+4x?)
1 1 1

= lm(1+4x2) - lvu(1+&2) - lm(l+x2)

X X X
<

= lvu(l+4x2) - Im(1+52) lvn(1+x2)
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X X
= (iea) T )

Done (Vx> 0), % <F(x)< Lz

In(1+4x*) n(1+x?)
X X
c)® O D— X —_—
Jeona lm(l+4x2) <F(x) < lm(1+)c2)
£ lim —2— — fim );
X—>+°°l\/](1+4X ) X—>+00 [V]()(Z (2+4jj
X
. X
= lim 1
lw( )+Im[){2+4j
= lim ! 1 =400  (Car limwzlivmiz:Oj
X—>+00 ll/l(2+ 4j k>4 X k=40 X
2n(x) N
X X
. X . X
E+ IIW\ o\ = IWV\
X—>+00 [V|(1+X ) X—>+0 [V]()(z (]_2+1j]
X
. X
:xlﬂ@w 1
lm(x2)+lm(xz+1)
= [im ! 1 =40 (car li\m[m(—x)zlivmiz:Oj
X—>+00 [V] 7+1 X—>+00 X X+ X
2n(x) N x2
X X

Done par encadrement on déaunit que : | im F(x) =

X—>+0

®Ona: )<F(X)<

lm(1+4)c2 I (1+X2)

S rore el v v (P
x=0

£t lim

x—0"

)

2 2
m(1+4x) m(1+4><o (lm1+4x )

x—0

:( 8)‘2) et
1+4x° ),
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« X X
Done lim ———— =+ et comme F (x) > ———— alors

X0 lm(1+4)(2) IV|(1+4X2)
Pou liVl(/)\+ F(X) =40
_ X 1 F(x) 1
* O ey T ) T e x (i)
i ad) M)
Donc par encadrement on déauit que . | lim # =0

) Pour tout x >0 on a . < F(x) < _r et comme Ne —1>0alors :

lw(1+4x2) lm(1+X2)
)< ey e
e-1

. 2 : <F[ 5—1j:> 5—1<F[ 5—1]

Done 7:(\/5_1)<\/5_1 ot F[ 62—1]> 52—1

o On remarque dabord que si x >~\2 ; alors F(x) < x

Puisque x > 2 = x2 > 2
=1+x*>3

:>lv1(l+X2)>lv13

= # <i <1
m(1+x?) 13

On considére la fonction G : x v F (x)— x définie sur ]O; V2 ]

G €st continue et strictement décroissante sur ]0,' J2 ] , paisque
G (x)=F'(x)-1<0  (onrappelle que F'(x) <0 sur /’/'/4+5f\/ﬂ//5}0/ \/ﬂj
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>0et

Pautre part on a. 5;[

a( 5—1):F( e-1)-e-1<0
Done d'aprés le TVI ; lequation G(x)=0cad F(x) = x admet une unigue solution

dans lintervalle }\/_ Je-1 { ]O J2 [
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