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I- Divisibilité dans 7 :

o Définition :

Soient a etd deux entiers relatifs.
On dit que d divise a et on écrit d | asi et seulement si: (Ik €Z);a=kd.

o Exemple :
Ona:12=1x12=2x6=3x4, donc les diviseurs positif de 12 sont : 1;2;3;4;6 et 12
v’ Conséquences :

0 est multiple de tout entier.

1 divise tout entier.

Sia est un multiple de bet si @ # O alors : |a| = |b] .

Si a divise b et si b divise a alors a = b ou a = —b avec a et b non nuls.

o Propriété 01 :

Soit (a,0) (')
~Sid/a,alrs:d/b<d/b-a<(Vkel);d/b—ka .
Si(a,b,c)e (Z* )3, alors :

—ab/acsb/c.

— (albetb/c)=alc (ladivisibilité dans Z est transitive ).

alb |alb+c ; p alb (V( B) Zz) Jab+
- = Sné : = a,p)e »ala C.
ale a/b_c,pusgeneraement. ale

o Preuve:
Supposons que : d / a
Et montrons que: d/b<>d/b—a.

Ona:d/a<(3keZ)a=kd et d/b=(3k'€Z);b=kd
Donc: b—a=d(k'—k) parsuite: d/b-a .

Réciproquement : si d / b—a ,alors : (Ela € Z);b—a =a.d
Donc: a+b—a=kd +ad cest a dire : b=d(k+0!) .

Dou:d/b .

o marque .
n—1

s (08) () ane b =(a-5. S8 oanere )
=0

Donc : (VneN* —{1});a—b/a” -b".
EtsineN' —{l} est impair, alors: a+b/a" +b" .
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o Exercice 01:
1. Déterminer tous les couples (x,y) € N” tels que : x* —=2xy =15 .

2. Déterminer tous les entiers relatifs n tels que n—3 divise n+5.
3. Quels peuvent étre les diviseurs positifs communs @ a =9k +2 et b=12k+1? On
k est un entier naturel (k€N ).

v Correction :

1. Soit (x,y) eN*. Ona:
5 x=15 x=5

X —2xy=15©x(x—2y)=15© ou
x=2y=1

Car, lensemble des diviseurs positifs de 15 =1x15=3x5 est Dy = {1;3;5;15} .

Etenplus: x=2x—2y car(x,y)eN2 . Donc :

x—-2y=3

x=15 x=5
x’ _23‘3’:15@{ ou { . @ar suite : (x,y)=(15,7) ou (x,y)=(5,l).
y=T y=1
2. SoitneZ—{3}. Ona:
n—3divisen+5™ 276838 70148 e <7
n-3 n-3 n-3 n-3
@ar suite : n—3 divise n+5<n-3 divise 8 << n-3 e{—8;—4;—2;—l;1;2;4;8} .
Dou:n-3divisen+5<n e{—S;—l;l;2;4;5;7;11} .
Donc, lensemble des entiers relatifs n tels que n—3 divise n+5est :
{(-5-1;1;,2;4;5,7;11} .

3. Soit deN .
St d est un diviseur commun a a=9k+2 et b=12k+1, alors: d divise 4a—3b
Orda—3b=5, donc d divise 5. Parsuite: d =1 oud=5.
En conclusion , les valeurs possibles de tous diviseurs positifs communs a a =9k +2
et b=12k+1sont: 1etS5.

o Exercice 02:

1. Déterminer tous les entiers relatifs n tels que :

6n+12
2n+1

2. Déterminer tous les entiers relatifs n tels que n—4 divise 3n—17.

e’l.

3. Montrer que si 1l est un entier impair alors n° —1 est divisible par 8.

4. Soit k € Z. quels sont les valeurs possibles d'un diviseur commun a a =4k +3
et b=5k-7?
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v' Correction :

3(2n+1)+9
1. Comme : (VneZ);6n+12= ( " ) =34 9
2n+1 2n+1 2n+1

bn+12 el 0 eZ<:>2n+1/9<:>2n+le{—9;—3;—1;1;3;9}
2n+1 2n+1

Car lensemble des diviseurs de est : D, = {—9;—3;—1;1;3;9} .
_ 6n+12

ou
2n+1
3. Comme nest impair, alors: n=2k+1 Ou keZ .

, alors :

eZ < ne{-5-2-10;14} .

k(k+1)
2

Donc : n* —1=(2k+1)" —1* =2k x(2k +2) =4k (k +1) =8.
k(k+1)

Dautre part : (Vk €Z); €Z , car k(k+1) est toujours pair.

Dlou: n* —1 est divisible par 8 .
o Exercice 03:
1. Résoudre dans N’ [équation : (E): ¥’ —4y* =36.
X —x+2
—€
2x+1

7.

2. Déterminer tous les entiers relatifs X pour lesquels :

v’ (Correction :
1. Soit (x,y)eN’, Ona: x’ -4y’ =36 < (x—2y)x(x+2y)=36

Les écritures possibles de 36 en produit de deux entiers naturels sont :
36=1x36=2x18=3x12=4x9=6x6

De plus (V(x,y) eNz);x—2ny+2y et Xx—2y et x+2y ont [a méme parité ,Donc :
x-2y=2 x-2y=6
x+2y=18 o {x+2y=6
2. S0it xeZ ,0na:

X —x+2
2x+1

X —4y2 =36<:>{ <:>(x,y)=(10,4) ou (x,y)=(6,0),

eZ=2x+1/x* —x+2:>2x+1/4(x2 —x+2)

= 2x+1/(4x" —4x+8)—(2x+1)°
=2x+1/-8x+7
=2x+1/—8x+7+4(2x+1)
=2x+1/11
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Donc : 2x+1e{-15-LL11} cest a dire que x €{—6;—1,0;5}.

2_
e {re2s 2 caf 6t

2x+1
Il est facile de vérifier que l'inclusion inverse est satisfaite, donc les entiers relatifs x
2
X —x+2
pour lesquels : ——————€Z sont: —6;—-1;0et5 .
2x+1

1I- La dvvision euclidienne dans 7.:
o Théoréme 01:

. a=bg+r
Pour tout (a,b) € ZxN' il existe un couple unique (q, r) € Z:xN tels que : 0<r<b -

( a sappelle le dividende , b le diviseur, q le quotient et 1 le reste )
v Preuve :

Analyse :
Si le couple (q,r) existe, alors: 0<r=a—-bg<b . Donc: qua<b(q+1) .

Dou : qS%<q+l , par suite : q=E(%j etr=a—bq.

Synthése :
-- Existence du couple (q,r) :

a
(Prenonsq=E(Zj et r=a—bq ; alors a=bqg+r et qS%<q+1.

Dou : qS%<q+1:>OSr=a—bq<b eta=bg+r.
-~ Unicité du couple (q,r) :

0<r<b
0<r'<b

Donc: b(q—q')=r'—r et comme: -b<r'—r<b=-l<q—gq'<1

Supposons que : a=bq+r=bq' +r" Ou {

Alors: q—q' =0 et donc r'—r=0.
D'ou [unicité du couple (g, r).
o Théoréme 02:
Pour tout (a,b) € Zx L' il existe un couple unique (q,r) € ZxNtels que :
a=bq+r avec OSr<|b| .
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rcice 04:
1. Trouver tous les entiers a qui divisés par 5 donne un quotient égal a 3 fois le reste .
2. Lorsqu'on divise a par b, le reste est 8 et lorsqu'on divise 2a par b, [e reste est 5 .
Trouver le diviseur b .
3. On divise un entier naturel n par 152 puis par 187 . Les quotients sont égaux et
les restes respectifs sont 13 et 98 . Quel est cet entier naturel ?
4. Déterminer un entier naturel N composé de quatre chiffres sachant que le reste de
la division euclidienne par N de 21 685 et 33 509 est respectivement 37 et 53 .
s. On considére [ensemble : E = {l; 2;3;...;10} .
Déterminer toutes les paires {a;b} dont les éléments appartiennent a E et le reste de
la division euclidienne de axb par 11 est 1.
v’ (Correction :
1. Soit a € Z ? Si la division euclidienne de a par 5 donne un quotient égal d 3 fois
le reste,, alors: a=5%(3r)+r Ou re{0;1;2;3;4}.
Donc: a=16r Our 6{0;1;2;3;4} .
Par suite, les entiers a qui divisés par 5 donne un quotient égal a 3 fois le reste sont :
0,16, 32,48 et 64 .
2. Soit (a,b) e ZXZL" .
Comme lorsqu'on divise a par b, e reste est 8 et lorsqu'on divise 2a par b, le reste est 5
a=bg+8

Alors : {2a g+

5 O |6]=9.

a=bq+8 .
, _=2bq+16=bq"+5

2a=bq"'+5

Par suite : b(q' —Zq) =11. D'ou b est un diviseur de 11 vérifiant |b| >9.

Cela veut dire que : b=11ou b=—11.
3. SoitneN .

Comme la division euclidienne de n par152 puis par147 donnent des quotients égaux,

et des restes respectifs 13 et 98, alors :

n=152g+13=147¢+98 Oun geN".

Par suite : 152 —147qg =98 —13, clest a dire : 5 =85 .
Dou:q=17.

Et par conséquent : n=152x17+13=147x17+98 .
Soit: n=2597 .

Ona:a=bqg+8=2a=2bq+16, a"onc:{
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4. En traduisant les données , on obtient :
21685=N.g+37 N.g=21648
q, On (q,q') S Nz. Donc : q,
33509=N.q"+53 N.q' =33 456
D'ou N est diviseur commun de a =21 648 et b=33 456 formé de quatre chiffres .
On pourra donc conclure que : N divise a Ab (le plus grand diviseur commun de a et 6 ).
a=2"x3x11x41 s
Ona: =anb=2"x3x41=1968
b=2"x3x17x41
N est un diviseur de 1968 formé de quatre chiffres, donc: N =1968 . Car le plus
grand diviseur propre de 1968 est 984 et c'est un nombre formé de trois chiffres .
5. Soit {a;b} c {l; 2;3;...;10} tels que la division euclidienne de axb par 11 donne 1
comme reste .

Donc: axb=11k+1 Ou ke{l;2;3;...;8} car: 2Sa><b£90<:>l—llSkS%.
Ona: k=1=ab=12=({a;b} ={3;4} Oi {a;b} ={2;6})

k =2 = ab=23 =1l n'y a aucune paire
k =3= ab=34=il n'y a aucune paire
k=4=ab=45 :>{a;b} = {5;9} il y a une seule paire
k=5=ab=56 :>{a;b} ={7;8} il y a une seule paire
k=6= ab=67=iln'y a aucune paire
k=7= ab="78 =1l n'y a aucune paire
k =8 = ab =89 =il n'y a aucune paire

En conclusion : il y a quatre paire {a.b} c {1;2;3;...;10} tels que la division

euclidienne de axb par 11 donne 1 comme reste : {2; 6} , {3;4} , {5;9} et {7;8}.

I11- Les nombres premiers :
o Définition :

Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs dans N :

1 et [ui méme .

v’ Conséquences :
¢ 1 n’est pas un nombre premier (il n'a qu'un seul diviseur)
e Un nombre premier p est un naturel supérieur ou égal a 2soit: p = 2.
® Les nombres premiers inférieurs a 100 sont :
2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61,67, 71, 73, 79, B3, 89 et 97
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Crible dEratosthéne : ] 2] 3 A 58] L 8ol
Sur le tableau ci-contre : 11 a2 13 [ 14 | 15 [ 36| 17 [ 48] 15 [ 20
On a éliminé en bleu ‘2 220 2 [ 24 ]2 [[26 [[27]] 28] 29 || 30
Les multiples de 2 sauf 2, EO| e S P e [

e P S N 0 A [
Puis ceux de 3 sauf 3, puis de Tee 52 2 N Ee 5 56 a2 58] 5 [| 60}
5 sauf 5 et ceux de 7 sauf 7 . 61 [ 62 ]| 63 || 63 || 65 || 66 ] 67 ] 68 ] 69 ]| 70
Les nombres restant en jaune |71 @2 73 [P [ 75 || % [[77 ] #8 ] 79 || 80
Sont les nombres premiers plus  [SLI 81 8 I | e R |

22 N 3 0 T 2 N [ |

Petit que 100 .
o (Critére darrét :
Tout entier naturel n, n>2, admet au moins un diviseur premier dans N.
St n n'est pas premier ,alors il admet un diviseur premier p tels que : 2< p < Jn
v’ Preuve :
e Sin est premier, il admet donc un diviseur premier : lui-méme.

e Sinn'est pas premier, I'ensemble des diviseurs d de ntel que: 2 <d <n
n’est pas vide. Il admet donc un plus petit élément p. Si p n'était pas premier, il
admettrait un diviseur d’ tel que 2 < d’ < p qui diviserait 1. Ceci est impossible
car p est le plus petit. Donc p est premier.

¢ Onadonc p premier et n = p x g avec p < g. En multipliant cette inégalité par
p, on obtient :
2 < 2 b
p°<pg & p <n soit p<yn

A retem'r:l Si n2>2est non premier, alors son plus petit diviseur propre est premier.l

o Propriété 02 :('test de primalité )

Si un entier naturel n =2, n'est pas divisible par aucun entier premier p tels que :

2<p< Jn, alors n est premier .

o Exemple:

v’ Montrons que 521 est premier .
Ona:~\N521=2218 .

Donc les entiers premiers p tels que : 2< p <521 sont2,3,5,7,1113 17 et 19 .
Le tableau suivant donne le reste de la division euclidienne de 521 par ces entiers :

521
p 2 3 5 7 11 13 17 19

Comme 521 n'est pas divisible par aucun de ces entiers, alors il est premier .

o Remar: que:

Un entier naturel n>2 , est non premier si et seulement si : il existe ( D q) eNxN

n=pgq Application :
tels que : . Montrer que 1945* + 4" neest pas premier
p=2etg>2 '

v’ (Correction :
On utilisera [identité de Sophie Germain :
et + 4yt = (® + 2°) — 4’y = (2 + 207 — 2e9) (2 + 207 + 2a9) = (@ +)* + ") (2 —v)* + 7).

Ona: 1945 +49% =1945" + 4x 4% =1945" +4><(4“86 )4
En appliquant lidentité de Sophie Germain pour x=1945et y=4"°, on obtient :
19454 +4l945 :((1945+4486)2 +4972)X((1945_4486)2 +4972)

Et donc 1945 +4"% nlest pas premier car il s'écrit comme produit deux entiers naturels
tous plus grand que 2 .

o Exercice 05:

1. Déterminer toutes les valeurs de [entier naturel n pour que A, soit premier dans
chacun des cas suivants : (1): 4, = n+4n+3, (2):4,= n* —8n+15
(3):4,=n"+4 et (4):4,=n"+n’+1.

2. Résoudre dans N’ les équations : (E, ) X =y =pet (Ez) X -y =p’.

Ou p =2 un est entier naturel premier .
3. Décomposer en facteurs premiers [entier 469 , puis résoudre dans N [équation :
(Ey):x’—y =469 .
v Correction :

1. (1):4,=n+4n+3
Ona:(VYneN); 4, =n* +4n+4-1=(n+2)" —1=(n+1)(n+3)
n=0= 4, =3=3 est premier
Etsinz1, alors: n+1=2 et n+324 . Donc A, est non premier .
Conclusion : 4, est premier <>n=0.

(3):4,=n"+4

ona: (VneN);4, =n' +4=(n* +2) —4n* =(n* +2+2n)(n* +2-2n)
Par suite : (VneN); 4, =((n—1)2+1)((n+1)2+1) .

n=1=>4 =5=>5 est premier

Etsin#1, alors: (l’l—l)z +122 et (n+1)2 +122 . Donc A, est non premier .
Conclusion : A, est premier <>n=1.
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2. Résolvons dans N* (équation : (El):xz— V' =p.
x—-y=1 xZP;I
A(V(x,0)eN);(E) e (x=y)(x+y)=p <= JR=N
onas ()R )(E) sla-s)xen)=peo{ T ol 2
Y 2
. . p+1 p-1
Donc si p=2, alors: S= . Etsi p>3, alors: S= RN E

Pour [équation : (Ez) x> =y =p’, Ona:

(v(x’y)ENz);(Ez)@'(x—y)(Hy)wzQ{x_yﬂ2 o {x_y:p

X+ty=p X+ty=p
2
x=P *1 y=p
= 22 . ou { 0
— y:
y=p
2
Donc : si p=2,alors: SZ{(Z,O)} )
‘41 p* -1
Et si p>3,alors: S =1(p,0); P ’p_ .
2 2
3. Résolution de [équation (E,):x° —y* =469 .
La décomposition de 469 en facteurs premiers est : 469 =7Tx67 .
x—y=1 x—y=17
(DO”C:(v(x’y)ENZ);(E3)<:> 2 2 ouy , 2
X +xp+y =469 | x +xy+y =67
x—y=1 x=y+1 x=13
D" S(V(x,y)eN?); =
unepart ( ( y) ){x2+xy+y2:469 { y+1 156 {y:lz
x=y=7 x=y+7
Et d'autre part : (V(X,y)GNZ); ) 2 A
X xy+y' =67  |y(y+7)=6

. . : 2
Or ce dernier systéme n'a pas de solution dans N”.

Donc [ensemble des solutions de [équation (E3) est: S = {(13, 12)} .
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o Propriété 03 :(infinité des nombres premiers )

| ILexiste une infinité de nombres premiers |

v’ @reuve : On raisonne par [absurde .
Supposons qu'il existe un nombre fini de nombres premiers: p,, P, Dy, ..., D,
Posons: N=p, xp,xp;x..xp +1.
Comme N =2, alors daprés le critére d'arrét il admet au moins un diviseur premier .
Soit p, ce diviseur, on 1<k<n.
D'une part : p, divise N et dautres part : p, divise p,X p, X pyX...Xp,.
Par suite : p, divise N — p, X p, X p, X..X p,, cest a dire que : p, divise 1 .
Ce qui est absurde ; car un nombre premier ne divise jamais 1.

o Exercice 06:( les nombres de Mersenne )

Un nombre de Mersenne s'écrit sous la forme : M, =2" -1, OuneN",
1. Calculer les six premiers nombres de Mersenne . Que constatez vous .
2. Montrer que si M, est premier alors n lest aussi . ( Raisonner par contraposition )
3. La réciproque de ['implication précédente est-elle vraie ? justifier la réponse .

" On rappelle que : X" —1=()C—1)(x"_1 X7 X +x+1) .

v’ Correction :

1. Les six premiers nombres de Mersenne sont :

M=1  ,M=3  ,M=7 ,M,=15 ,M;=31 et M;{=63
On constate que pour les n égaux d 2,3 ,5 les nombres de Mersenne sont premiers .
Est-ce que si n est premier, M est premier ? la réponse est négative comme le montrera
la réponse a la question 3. En effet, ona: M, =2" —1=2047=23x89,
Donc malgré que 11 est premier, M, ne lest pas .

2. Supposons que n =2 n'est pas premier, donc: n=d.q On d22et g=2.

q-1

=232

k=0

Ona: M,=2"-1=(2')' -1

Comme M, se décompose en produit de deux entiers tous les deux plus grand que 2
Alors il n'est pas premier .
D'ou si n n'est pas premier alors M, ne lest pas non plus .

En utilisant la contraposée : si M, est premier alors n Uest également .
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IV- Le plus grand commun diviseur et le plus petit commun multiple :
1) Plus grand commun diviseur :
v’ Introduction :

Ona: D :{1;3;5;9;15;45} et Dy, :{1;2;3;6;9;18;27;54}.
Donc : D,y Dy, = {1;3;9} , 9 est le plus grand commun diviseur de 45 et 54.
Onécrit: 45A54=9 .
o Définition :
2
Soit (a,b) E(Z*) )

Lensemble D, (D, des diviseurs communs a a et b est non vide (car: 1€ D,(\D, )

I[ est majoré par max(|a b ) , donc il admet un plus grand élément .

Ce plus grand élément est appelé le plus grand commun diviseur de a et b.
On le note: anbou pgcd(a,b) ou A(a,b).

v’ Conséquences :

o PourtoutacZ’ ,ona:anl=let a/\0=|a| )

o @ourtout (a,b)e(Z*)2 sona:anbeN' , bra=anbet a/\b=|a|/\|b| )
O Propriété 04 :

~ona: (¥(ab)e(Z) ranb=|tfeb disca.

e paricufe: (¥(a.b) €(N)'Jsa nb=b b divisea

—Ona: (V(a,b,c) E(Z*)S);a /\bzb/\(a—bc) )
v Preuve :
Soit (a,b) € (Z* )2. Montrons que : a nb=|b| < b divise a .
Si b divise a, alors tout diviseur de b est un diviseur de a. ©onc : D, D, .
Et comme : D, © D, = D, (1D, = D, alors : a/\b=|b| .

Réciproquement :
Sianb =|b , alors |b| divise a .

Et comme b divise |b| alors par transitivité b divise a .

3
Soit (a,b,c) e (Z* ) . our montrer que : a ANb=b A(a—bc) , il suffit de montrer que :
D ,ND,=D, ﬂD(abe) (en montrant une double inclusion ).
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o Exercice 07:

Pour tout n€N; onpose: a,=n’ —2n+5et b =n+1.
1. Montrer que : (VneN);a, nb, =b, A6 . Quels sont les valeurs possibles du a, Ab, ?

a
2. Déterminer toutes les valeurs de n pour lesquels : —~ €N,

b

n
3. Déterminer toutes les valeurs de n pour lesquels : a, Ab, =6 .

4. Déterminer toutes les valeurs de n pour que : a, Ab, =3 (respectivement a, Nb, =2).
5. En déduire toutes les valeurs de n pour lesquels : a, Ab, =1 .

v’ Correction :

o Définition :

On dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si: anb=1 .

v’ Exemple :

Ona:8A15=1, donc8 et 15 sont premiers entre eux.

v’ Remarque :
Il ne faut pas confondre des nombres premiers entre eux_ et des nombres premiers .

En effet : 8 et 15 ne sont pas premiers et pourtant ils sont premiers entre eux.
o Propriété 05 :
Soit (a,b) eN’. Si aet b sont premiers et distincts , alors ils sont premiers entre eux.
v Preuve :
Posons d=anb .
Ona:d divise aet aest premier, donc: d=a oud =1.
Si d =a, alors a serait un diviseur de b : ce qui est impossible car b est premier et b#a.

Donc nécessairement d =1 . Par suite a et b sont premiers entre eux.
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o Exercice 07:( les nombres de Fermat )

1. Soit me N, Montrer que si 2" +1 est premier, alors m=2" O neN.

2.Un nombre de Fermat sécrit sous la forme : F, =2" +1 OuneN.,

Soient m et n deux entiers naturels tels que n <m. ®osons: m=n+k ou keN".
a) Montrer que F, divise F,, —2.

b) En déduire que F), et I, sont premiers entre eux.

¢} Enoncer le résultat démontré .

v’ Correction :

Outils : Si k est un entier naturel impair ; alors :
1= (1) (6 T 2 o x )
1. Soit me N, Montrons que si 2" +1 est premier, alors m=2" Ou neN.

Supposons que 2" +1 est premier Ot me N et que m n'est pas une puissance de 2 .

alors: m=pq Ou p=2" avec a € Net q >3 un entier naturel impair .
Donc: 2" +1=(2° ) +1=(27 +1)x( 270 424 1427 27 41)

Cela signifie que 2" +1 n'est pas premier (car il sécrit comme produit de deux entiers tous
les deux plus grand que 2 ) ce qui est impossible .

2. a) Montrons que F, divise F, —2.

Outils : (a,b) e(Z*)2 et g eN; alors a—b divise a’ —b? |

Ona: F,-2=2"-1=(2" )Zk (-1

En appliquant le résultat précédent pour a=2" , b=—1 et ¢=2": On obtient F, divise
EF. -2

nk

6)- Posons: d=F AF,, ,
Et comme d /| F, alors: d/ F,,, —(F+k —2) .Cestadireque:d/2 .

n

Ona:(d/F,etF,/F,, —2)=d/F,, —2

n n

Les nombres de Fermat étant impairs , donc d est un diviseur impair de 2 .
D'oi d =1 et par suite: F, NF,, =1 .
¢} Le résultat démontré est le suivant :

O Propriété :

\Deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux |
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2)- Algorithme d*Euclide :

Soit (a,b) E(N*)z tels que b < aet b ne divise pas a .

La suite des divisions euclidiennes sutvantes finit par s'arréter . Le dernier reste non nul
est alors le plus grand commun diviseur de a et b :

a Parb a=bg,+r, ou 0<r, <b Donc: a Nb=bAr,

b ®arr, b=r.q +r, ou 0<r <¥, Donc : bAry =1, AT,
Ty Par 1 Ty=1.q,+r, Oon 0<r,<p Donc: 1y NV, =1 AT,
oo ®arty | ha=hadg,+r | Ou0<r <r, | Donc:rn,Ah, =1, AT,
ha®art, | Lo =hgua | ourn, =0 | Donc: 1, Ar =1 A0=1

Dlou: aNb=r,0ur, est le dernier reste non nul dans les divisions successives .

v Exemple :

Déterminons 4539 A1958 en utilisant lalgorithme d Euclide .
Le tableau suivant résume la méthode des divisions successives :

Le quotient 2 3 7
a=4539 b=1958 623 89
623 89 0 Le reste

D'ou : 4539 A1958 =89 .

o @gmargue .

a=2b+623=623=a-2b

(0]

"t h=3x623+89=>89=b—3(a—2b)=89=-3a—6b

,donc: anb=-3a—-6b

Ainsi, en plus de la détermination du plus grand commun diviseur lalgorithme d'Euclide

nous permet de déterminer un couple (u,v) € Z’ tels que : a Ab=au+bv

o Exercice 08:

On considere les entiers naturels : a =257 et b=45.

1. Déterminer en utilisant lalgorithme d'Euclide d =a nb.

2. Déterminer un couple (u,v) € 77 tels que : d =25Tu+45v
v' Conséquences de [algorithme d'Euclide :

—Ona: (V(a,b,c) e(Z* )3);(ab) A(ac) =|a|.(b/\c) )

Tt en particulier, si (a,b,c) IS (N* )3 alors : (ab) /\(ac) = a.(b /\c) .
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v’ A retenir: V' @reuve du théoréme de Gauss :

a=dx . \2 Si a divise le produit be, alors il existe un entier k tel que : be = ka

On (x,y)e(Z ) etxAny=1,
b= dy Sia et b sont premiers entre eux, d'aprés le théoréme de Bézout, il existe deux
entiers u et v tels que : au +bv =1

Soit (a,b) e(Z*)z. Sid=anb, alors : {

3) Théorémes de Bézout et Gauss :

o Q’rggrzété 06 : En multipliant par ¢, ona:
2 3 i _ -
Soit (a,b)e(Z ) .Sid=anb, alors (H(M,v)eZz);dzau+bv. wcikt-hov=c  womche=1kadone:
v acu + kav = ¢
Preuve : afcu +kv) = ¢

Soit G lensemble des entiers naturels non nuls de la forme am+bn Ou (m, n) e?’. .
Donc a divise c.

o Exercice 09:
Montrer que lensemble des solutions de [‘équation : (E ) : 5(x —1) =7y dans 7.’ est :
S={(Tk+1,5k)/ keZ} .

Il est évident que G# D, car|a| eqG: |a| =+lxa+0xb .

Soit O le plus petit élément de G . Nous allons montrer que 0 =d .
Ona:Od=au+bv On (u,v)eZz. Caroe@.

Comme d =anb , alors d divise a la fois a etb. Donc d divise 6 = au+bv.

Dou: d <6 (1). o Exercice 10:
Montrons maintenant que O divise d la fois a eth. Dans le plan muni d'un repére orthonormé , on considére un point A(a,b) tels que :
a=0q+r )2 _ . . .
En effectuant la division euclidienne de a par 5, on obtient : ‘ (a,b) e (Z ) et anb=1. Soit M(x,y) un point du segment [ OA| distinct de Oet A.
0 <r< 5 v , A N . . .
Montrer que les cordonnés de M ne peuvent pas étre a la fois des entiers relatifs .
r= a(l —uq) + b(—vq) On pourra raisonner par [absurde et appliquer le théoréme de Gauss .
Or: 0=au+bv , Donc . o Corolluire :
0<r<d oroliaire .
Ceci implique r =0, car sinon r serait un élément de G strictement plus petit que O ce qui bla
. . 3
est impossible . Soient (a,b,c)€(Z'), onayc/a  =bclaf.
Ona:r=0=a=0q, donc O divise a. bac=1
On procéde de [a méme maniére pour montrer que O divise aussi b.
8 est un diviseur commun de a eth. Donc §<d (2) "Démowstration : :8ibetcdivise g, alors il existe k et k' entiers relatifs tels
' - ) que :
Daprés (1) et (2) on déduit que S=d . Par suite d = au+bv Ou (u,v) €7’ a=kb et a=kec donc: kb=Kc
v Conséguences : b divise k'c, or pged(b,c) = 1 donc d’aprés le théoréme de Gauss b divise k'
N N
o Tout diviseur commun a a et b est un diviseur de leur pgcd . dmes ke
o Théoréme de Bézout : a=Ke=K'be
2 2 i
Si(a,b) e(Z ) L alors:{anb =1c>(5|(u,v) e(Z ) );au +bv=1|. Rencle divises
o Exercice 11:
o Théoréme de Gauss : 1. Montrer qu'un entier naturel est divisible par 12 Si et seulement s'il est divisible d
3 albe ) la fois par 3 et 4.
ent (a,b,c) €| Z° : =alc|. I . YT
Sotent ( 7 ) ( ) , Ona anb=1 2. Déterminer les chiffres X et y pour que le nombre N =26x95y (10) S0it divisible par 12 .

Réalisé par Mr: Abdellah Belkhatir Réalisé par Mr: Abdellah Belkhatir




%

G.Scolaire Sanaa  1ére Bac Sc Mathis 04 Arithmétiques Dans 7 A.S:2019-2020  Page: 17/22 G.Scolaire Sanaa  1ére Bac Sc Maths 04 Arithmétiques Dans 7. AS:2019-2020  Page: 18/22

V- ©écomposition en facteurs premiers :

4)- Plus petit commun multiple :
o Définition :
2
Si (a,b) € (Z ) , alors |a.b| est un multiple commun strictement positif de a et b .

Le plus petit commun multiple de a et b est le plus petit multiple commun strictement

positifdeaet b. On lenote: avb , M(a,b) ou ppcm(a,b) .

En particulier : (Va GZ*);avazavlz a| )

En plus, ‘v’(a,b)e(Z*)2 Ona: avb=|a|v|b| et avb=|a|<:>b divise a.
O Propriété 07 :

- V(a,b)e(w)zona: (anb).(avb)=ab et anb=1=avb=ab,

v’ @reuve : Montrons que : (V(a,b) e(N*)Z);(avb)x(a /\b) =ab .

a=da
b=dp
Montrons que : avb=d.of} .

Comme : d.aff =af =ba alors est un multiple commun d a et b . Montrons qu'il est
le plus petit multiple de a et b .

Soit k € N"un multiple commun a a et b. Montrons que k <d.of3.

Onpose: d=anb L{OIZC{ &)(a,ﬂ)e(N*)zetaAﬂzl,

2
Il existe (x,y) E(N*) tels que : k=ax=>by .

al
Ona :ax=byax=pLy et {a ﬂy_ | comme alors d'apres le théoréme de Gauss

AP =
aly . @arsuite: y=k'a Ou a/y et donc: k=k'ba=k'(daﬂ) .

Dlou: k/daf et par conséquent : k <daf3 . La preuve est donc achevée .
En conclusion: avb=d.of et parsuite : (avb)x(avb)=d’.af=ab .
v’ Conséquences :

. ‘v’(a,b) E(Z*)2 Ona: (a/\b).(avb)=|a.b| et a/\b=1:>avb=|ab|.

a b
o SikeZ estun diviseur commun a a et b, alors : (—j A (—j

anb

S

k k
« V(ab,) E(Z* )3 Ona:(ab)v(ac) =|a|(bvc) .
o Exercice 12:
v Résoudre dans (N* )2, [(équation : (E) : (X/\y) +(xvy) =y+9.

o Théoréme :( fondamentale de Larithimétique )
-- Tout entier naturel n =2, se décompose de facon unique sous la forme :
n=pixprx..xp Ou p, < p,<..<p, sontles diviseurs premiers de n

et (al,az,...,am)e(N*)m .

v Exemple : 16758 | 2
Décomposons 16 758 en produit de facteur premier . g ;gz 2
Pour décomposer un entier, on effectue des divisions successives 931 | 7
par des nombres premiers dans lordre croissant . 1?2 ';"9
On a donc: 16 578=2x3"x7"x19 . 1
O Propriété 08 :
. * 2
Soit (a,b) E(N ) .

Le plus grand commun diviseur de a et b est égal au produit des facteurs communs dans
leurs décompositions élevés a la plus petite puissance .

Le plus petit commun multiple de a et b est égale au produit des facteurs communs et non
communs élevés a la plus grande puissance .

v @emplé 126 | 2 735 | 3

Soit a calculer 126 A735et 126 v 735. g? : 21; ;
Décomposons les deux nombres : 126=2x3*x7 et 126 =3x5x7* 2|7 i
Donc : 126 A735=3x7=21 et 126 735=2x3" x5x 7> =4410. 1 1

o Propriété 09 :

-- Un entier naturel d est un diviseur de n= p{" X py* X...X p si et seulement si :
d=plxplx..xpl on (Vk e{l;2;...;m});0£/3k <aq, .

-- Un entier naturel M est un multiple de n= p;" X p3* X...x p" si et seulement si :
M = plt s ple x..x plix plei s x pf o (Vk e{;2..:m}); B, 2 a .

v' Conséquence :

D'apres le principe du produit le nombre de diviseurs de n= p;" X p5* X...x pi» est :
N=(1+a).(l+a,)..(1+a,).

o Exercice 12:

1. Trouver le nombre de diviseurs de 120 puis déterminer tous ces diviseurs .

2. Un entier naturel n a 15 diviseurs . On sait de plus que n est divisible par 6 mais pas

par 8. Déterminer cet entier 1 .
3. Quel est le plus petit entier naturel possédant 28 diviseurs ?
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VI- Congruence :
1) Entiers congru modulo n :

o Définition :

Sotent ne N’ —{1} et (a,b) eZ’ .

On dit que a est congru a b modulo n et on écrit a = b[n] si et seulement si: nest un
diviseur de a—b (Clest a dire : (3/{ eZ);a—bzkxn .

En particulier : a = 0[n] signifie que a est divisible par n.

Eta= b[2] Stignifie que les entiers a et b ont la méme parité .

o ggmargue N

Pour tout (a,b,c) eZ’ Ona:

l.a= a[n] ( La congruence est réflexive )

2.a= b[n] =b= a[n] ( La congruence est symétrique )

3. (a =b[n] etb= c[n]) = a=c|n|( La congruence est transitive )
Ces trois propriétés exprime que la congruence est une relation d'équivalence dans 7.
O Propriété 10 :( Compatibilité avec laddition et la multiplication )
St (a,b,c,d) eZ tels que: a Eb[n] et C= d[n], alors :
—a+c=b+d [n] ( Compatibilité avec laddition )
— ac=bd[n| (Compatibilité avec la multiplication )
—(VkeN);a* =b* [n] ( Compatibilité avec la puissance )
v @Preuve :
a-b=kn
c—d=k'n
En sommant n on obtient : (a+c)—(b+d) =(k+k')n s dou a+czb+d[n] .
Dautre part : ac—bd =(a—b)c+b(c—d)=(kc+k'b).n ; donc ac=bd[n] .

-- Maintenant si: a Eb[n] , alors : n divise a—b

- On sait que : a Eb[n] etc Ed[n]. Donc Ik, k') € 7 tels que : {

Et comme a—b divise a* —b* pour tout k € N; alors par transitivité n divise a* —b".
Par conséquent : (Vk eN); d =b* [n] .

o Propriété 11:

Si (a,b) eZ?, alors a= b[n] si et seulement si la division euclidienne de a et b parn

donne le méme reste .
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v @reuve:
Supposons que : a=b[n| ; donc (IkeZ);a—b=kxn .
Sia=gn+r Ou 0<r<n-I, a[orsbza—kxnz(q—k)n+r

Par suite la division euclidienne de a et b par n donne le méme reste .

Réciproquement : si a=qn+r etb=g'n+r 0. 0<r<n-1. Alors:
a—b=(q—q')n ; donc: a=b[n] . cQFD

v Conséquence :

o Sia=b[n| alors: a=0[n]<=b=0[n] .

Cela veut dire que si a est congru a b modulo n, alors a est divisible par n si et seulement
si b est divisible par n (Ce résultat est a retenir ).

O Propriété 12 :
SineN —{1} , alors pour tout a € Z il existe un unique 1 € {O; L 2;...;n—1} tels que :
a= r[n] . (r est le reste de la division euclidienne de a par n).

o Exercice 13:

1. Déterminer [e reste de [a division euclidienne de a=5"" +100" par 7.
2. Déterminer toutes les valeurs de lentier naturel n pour lesquels : 2" =1[9] .
3. a) Recopier et compléter cette table de congruence modulo 4 :

= [4] 0 I 2 3

x* E...[4]
6)- En déduire que léquation : (E):7x* —4y* =1 na pas de solutions dans 7" .
¢ Résoudre dans 7. léquation : (F): (x+3)2 = 1[4] .

o Exercice 14:

1. Déterminer suivant les valeurs de n € N le reste de la division euclidienne de 2" par 5 .

2. En déduire e reste de [a division euclidienne de Centier a=2""" par5 .
3. Soit x e N tels que : x= 2[5] .

v Montrer que Lentier b=1+x+x" +x* +...+ X" est divisible par 5.
o Exercice 15:
1. Montrer que pour tout X€N, Ona: 3x= 8[10] Sx= 6[10]

Et que : X° 56[10] <:>(xE4[10] ou xE6[lO]) .
2. Onpose: N=n" +(n+1)2 +(n+2)2 ouneN.
a)- Montrer que : N=0[10] < (n=3[10] ou n=5[10]) .

b6)- En déduire tous les multiples de 10 , plus petit que 5 000 et qui s‘écrivent comme
somme de trois carrés parfaits consécutifs .
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2) Critéres de divisibilité :
e Introduction :

Notre systéme de numération est un systéme décimal : il est constitué de 10 chiffres dont
la position indique le nombres d'unités de la puissance de 10 correspondante .

Par exemple : 4752=4x10" +7x10° +5x10' +2x10° .
Donc en résumé tout entier naturel N s'écrit dans le systéme décimal sous la forme :
N=a,x10" +a, x10"" +..+a,x10’ +a,x10+aq,

ou (Vk e{0;1;2;..;m});0<a, <9 et a, #0. On écrit : N=a,a,,,..a,a,4, (

o Propriété 13 :

-- L'entier naturel N est divisible par3 (respectivement par9) si et seulement si la somme

10)

m
de ses chiffres C= Zak est divisible par 3 (‘respectivement par9).
=0
- L'entier naturel N est divisible par 2 (‘respectivement par$) si et seulement si :

a, € {0; 2:4;6; 8} ( respectivement a,, € {0; 5} ).

- L'entier naturel N est divisible par & (‘respectivement par25) si et seulement si :

a, x10+a, est divisible pars (respectivement a, x10+a, € {00;25;50;75} ).

- N est divisible par 11 si et seulement si: a,—a, +a, —a, +...+(—1)m ., est divisible

pari.
v’ @reuve :

Outils : |Si a Eb[n] et si d est un diviseur positif de n, alors : a Eb[d] )

—-Ona:

10=1[9]=(Vk eN);10° =1[9] §
m . N=0|9 =0|9].
DNEZak[9] ; donc [ ]@éak [ ]
[
D'autre part : 3 est un diviseur positif de 9 ; donc: N = Zak [9]=>N= Zak [3].
pamy k=0
Par suite : N=0[3] <:>Zak =0[3] .
k=0
- Ona: N=a, +10x Y a, x10°" = N =, [10], donc: N=0[10] <>, =0.
pan

D'autre part : 2 et 5 sont des diviseurs positifs de 10 ; donc : N=a,[2] et N=g,[5].
Par suite: N=0[2] < a, €{0;2,4,6;8} et N=0[5] < q, €{0;5}.
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—Ona: N=a,+ax10+100x Y a, x10* = N =a, +a,x10[100] ,
k=2

Donc : NEO[IOO] <ay=a,=0.
D'autre part : & et 25 sont des diviseurs positifs de 100 .
Donc: N=a,+q, ><10[4] et N=a,+a, x10[25]. Par suite :
N=0[4] < a,+a,x10=0[4] et N=0[25] < a,+a,x10{00;25;50;75}.
—-Ona:
10=—1[11] = (Vk eN);10" =(-1)"[11] i
vy el =20 =0l
=0

o Exercice 16:
1. Déterminer les chiffres x et y pour que lentier naturel N, =26x95y soit divisible par

3etll.
2. Déterminer les chiffres a et b pour que lentier naturel N, =aba’l soit divisible par7 .

o Exercice 17:
9 2009
Onpose: a=Y (2011) et N = (2011)",
k=0 k=0

1. Montrer que : a=60[100] . Puis en déduire que a” est divisible par 100 pour tout
neN {1} .
2. Montrer que : N =20 la[IOO] . Puis en déduire le chiffres des unités et des

dizaines de N .

o Exercice 18:
1. a)- Résoudre dans 7., léquation : (E):3x=23[7] .
b)- En déduire lensemble des solutions de léquation (F):3x—7y =23 dans 7.
2. Résoudre dans 72, le systéme (S ) : {3)6 ~Ty=23
xAny=23
Complément sur les nombres de Fermat :

o Exercice 19:
1. Montrer que : (Vn EN);F —(F;, —1)2 +1.

n+l T

2. Calculer F,; Fet F}. Que constatez-vous ?

3. Déterminer le chiffre des unités de F, pour tout ne N" — {1} .
Fin Du Sujet .
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