Lucosmaths Série n° 5 d’exercices corrigés
« Fonction Logarithmique »

Exercice n°1.

g Déterminer les ensembles de definition et de dérivabilité puis calculer les dérivées des fonctions ci-
W dessous

1) f(x)=—§+1+2|nx 2) f(><):2|'n”3X 3) f(x)=In(4-x)+Inx

¥ 4) f()=xInx—x 5) f(X)=x*Inx 6) f(x)=In(2x-5)

+1

7) f(x):ln(—3x+1) 8) f(x)zln(x2+x+l) 9) f(x)= ())z 1)
¥ 10) f()=In(Inx) 11) f(x)=xIn(2x-3) 12) 1(x)=2x(12Inx)

13) f(x )_'”X 14) f(x) = X'”X 15) f (x) <(Inx)A 2Ifix — 4

16) f(x)=Inx? 17) f(x)=(Inx)’ 18) f(x)=In(17%*)

®: Correction Exercice n°1.

1) La fonction définie par f(x) = _§+1+ 2Inx est définieset dérivable sur ]0;+oo[ en tant que somme de
fonctions qui sont définies et dérivables sur le méme
1 7 4-x

X

intervalle et : |(Vxe]0;+0[) f'(X)=

2) La fonction définie par f(x) = ZIIL?,X est définie et dérivable sur ]0;+oc[ en tant que produit de la
4429 n

fonction X Inx par le réel iet oh.a (VXe]O;+oo[) f (x)——
4 In3 xIn3

@ 3)Lafonction définie par f(X)=In(4-x)+Inx est définie et dérivable sur ]0; +oo] M ]-o0; 4] = ]0; 4] et
% ona:
(vxelo4]) A"(Xp=2—

1 —X+4-X
4— x X X(4-x)

2(2—-x)
X(4-x)

4)%a fonctien définie par f (x) =xInx—x est définie et dérivable sur ]0;+oc[ comme produit et somme

Donc : {(vx&jg4[)  f'(x)=

% de fonction usuelles et qui sont définies et dérivables sur ]0;+oo[ ,eton a :

(vxe]o+oo[) F/()=Inx+xx=-X donc:|(Vxe]0+o[) f'(x)=Inx

5) La fonction définie par f(x)=x’Inx est définie et dérivable sur ]0;+oc] comme produit de deux
fonctions qui sont définies et dérivables sur ]0;+oc[ ,etona:

(vxe]o+eo[) '(x)=2xInx+x* x% donc: |(Wxe]o+oo[)  f'(x)=x(2Inx+1)
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6) La fonction définie par f(x)=In(2x—5) est définie et dérivable sur E;wo[(car Xt=InX est

définie et dérivable sur ]0;+oo[ et 2x-5>0< x e :|g;+00|:) et £ (x) = In(u(x)) avec

u(x)=2x-5=u'(x)=2

On obtient : VXE}EH-OO‘: f'(x) = 2
5 2X—5

7) La fonction définie par f(x) =1In(—3x+1) est définie et dérivable sur }—oo;%[ (car X — In/’X est

définie et dérivable sur ]0;+oo[ et —3x+1>0<> xe }—oo;%‘:) et f(x) =In(u(x)) avec

u(x) =-3x+1=u'(x) =-3

On obtient : || Vx e :|—oo; 1{ f'(x)= =3
3 -3x+1

§ 8) La fonction définie par f(x)=In (X2 + X +1) n’est définie que pourles valeurs de x pour lesquelles

¥ X +x+1>0.Sionnote P(X)=x"+x+1, le calcul de son discriminant fournit A =-3 . Ainsi, pour
@ tout xeR, x*+x+1>0 , donc f est définie et dérivable sur R \etpour tout xR, f(x)=In(u(x))

uw(x) \ 2x+¥1
u(x) X x+1

avec u(x)=x"+x+1=>u’(x)=2x+1. Ainsi | f'(x) =

9) La fonction définie par f(x)=1In (X—_ij n jest définie que pour les valeurs de x pour lesquelles
X+

X+1

Sion note P(x)= X—_i , le tableau de signes de P est donné par :
] X+

x
x-1
w+1

PO~ | 4

Ainsi, f.est définie sur |—oo; —1[Q]1; +oo[ Puisque P est dérivable sur ]—oo; —1[ U J1;+o0 , puisque pour tout ¥

X g [-ogr=d] L 1 o0 i—: >0 et puisque X — InX est définie et dérivable sur ]0;+o[ , on conclut que f
est dérivable sur ]—oo; —1[ U [1; +oo[ Pour tout x € |—oo0; —1[ U J1;+o0[ , puisque f (x) = In(P(x)) , on aura

x1_ux

ou u(x)=x-1et v(xX)=x+1 ,on aura
x+1 v(x)

. Puisque P(x) =

x—1Y
1
x—1
x+1
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2

e e

10) La fonction définie par f (x) =In(Inx) n’est définie que pour les valeurs de x pour lesquelles

PEE
b

4 n
y,

44

4

Inx>0  c¢’est-a-dire D; = J1;+oof
Pour tout x e JL;+oo[ , puisque f (x)=1In(u(x)) ol u(x)=|nx:>u’(x):1 on obtient :
Py X
1
u'ex) _ x

ux) Inx

f'(x) =

Donc :

11) La fonction définie par f(x)=xIn(2x—3) est définie et dérivable sur B;w{ en tant que produit

de fonctions qui le sont (car X — InX est définie et dérivable sur ]0;+oo[ €, 2x=8>0 <> x € }g;ﬁ-oo[

Puisque pour tout x e E;wo[ f(X)=u(x)v(x) ou u(x)=x et v(x)=In(2x—-3) , on en déduit ;

f'(x) =u'(x)v(x) +u(x)v'(x)
—In(@2X—3) + xx—2
2X

_In@2x—3)+ 2%
2X—3
(2x-3)In(2x —3) + 2x
2X-3

12) La fonction définie par f (x) = 2x(1—In x))eSt définie et dérivable sur ]0;+o[ en tant que produit de

Donc :| f'(x) =

fonctions qui le sont. Puisque petr toutx €/]0;+[ f(X) =u(x)v(x) ol u(x)=2x et v(x) =1-In(x)
% onen déduit: '(x) =u'(v(x) +UV'(x)
=2x(1-In(x))+ 2XX(—1]
X
=2=2]n(X)~ 2
Donc : | #4(x)=-2Inx

13) La fonction'definie par f(x) = Inx est définie et dérivable sur ]0;+oo[ en tant que quotient de
X

fonctions qui le sont. Puisque pour tout x € ]0;+oo[ f(X) :£X; ol u(x)=Inx et v(x)=x ,onen
V(X

déduit : ruy:wwwftjgﬁww)
V(X

1
;xx—lxln(x) 1-Inx
X2 e
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f,(x)zl—lnx

Donc : >
X

Xx—Inx
XZ

14) La fonction définie par f(x)= est définie et dérivable sur ]0;-+oo] en tant que quotient de

u(x)

fonctions qui le sont. Puisque pour tout x & ]0;+oo[ f(x) :ﬁ ot u(x)=x—Inx et v(x)=x> ,onen
v(x
déduit :
f'(x)

_ UV —u(x)v'(x)

(v09)’
(1—)1(jx x* —(x—In(x))x2x

(x)

X =x=2x"+2xInx _ —x*—x+2xInx
X X

_ 2Inx—-x-1

X3

Donc :| f'(x)

15) La fonction définie par f(x) = (Inx)2 —2Inx—4 est définie etdérivable’sur ]0;+oo[ en tant que
somme et composée de fonctions qui le sont. Pour tout x e |0§-+oo]

f'(X):lex(In X)H—le
X X
_2Inx 2

X X
2(Inx-1)
X

Donc :

16) La fonction définie par f (x) = x* estdéfinie et dérivable sur]-o0;0[ U ]0: +oo[ . En effet X > X?
est définie et dérivable sur R /tandis que’X — In(X) n’est définie et dérivable que sur 0;+oo[ .OF :
x> €]0:+o0] = x e ]—oo;O[U]0:+oo[ Pour tout x € |—o0;0[ U ]0:+x[ona:

2

f'(x)= X—)Z( Donc :

17) La fonction définie par f(x) =(In x)2 est définie et dérivable sur |0;+oo[ en tant que composée de

fonctions gui le'sont, En effet x —Inx est définie et dérivable sur ]0;+oo[ , tandis que X — X?* est

X

défiriievet dérivable sur R . Pour tout x e |0;+o0[ f'(x)= ZxE(In x)"" Donc :| f'(x)= 2Inx
X

18) La fonction définie par f (x)=1In ‘1— xz‘ est définie et dérivable pour toutes les valeurs de x telles
que : 1-x* # 0 < X € |-o0;—1[ U |-L1[ U Jt; +o0[ . Selon la valeur de x, I'expression de f(X) n’est pas la
méme.  Pour tout x  J-oo;—1[ U JL;+o0[ ,1-x* <0 donc [1—x*| = x* —1 et par suite f(x)=In(x*-1)

2

alors: f'(x)=
) x? -1
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Pour tout x e ]-1,1[,1-x* >0 donc [1—x*| =1-x" et par suite f(x)=In(1-x?) alors:

2
x? -1

2X _ 2X1 Donc Pour tout X € |—o0;—1[ U [-L1[ UL +oo] : | f'(X) =

f/(x) = —
) 1-x* x°-—

Exercice n°® 2.

On considere la fonction f définie par : f(x) =In(ax+Db) , et C sa courbe représentative.
1) Déterminer les nombres a et b tels que f(2)=0 et f'(3) =%

Quel est alors [’ensemble de définition de f?
Quel est le sens de variation de f ?

2) Déterminer les nombres a et b tels que la courbe C passe par le point A(2;O) et latangente en A ait
pour coefficient directeur —2.

Correction Exercice n° 2.

f (xX) =In(ax+b)
i1)  f(2)=0 se traduit par I"équation In(2a+b) =0« 2a+b=1
De plus f'(x) = 2 doncf’(3):§setraduitpar 8 =3&4a=3(3a+b) =< 5a+3b=0
ax+b 4 3a+h
5a+3b=0 {azs

On doit résoudre le systéme : S
2a+b=1 b=-5

Ainsi, | f(x) =In(3x—5)|, qui est définie si et seulementSi3x—5>0 < x }§;+w['

Ainsi D, = :|§;+OO‘:
3
La fonction f est la composée de deux fonctions strictement croissantes donc est strictement croissante sur

=

2) La courbe C passe par le point A(2';0) implique f(2)=0< In(ax+b)=0<> 2a+b=1 La tangente
en A ait pour coefficient directeur —2 implique f ’(2) =-2 , c’est-a-dire :

q  _ 2o afe2(2a%h) < 5a+2b=0
2a+b

paibo1 "1 bos Ainsi [ (x) = In(-2x+5)|

On doit résoudretle.systéme : {

5a+2b=0 {a:—

Exerciceanh® 3.

Partie |

On considere la fonction numérique g définie sur ]0;+oo[ par : g(x) = x* —2Inx
1) Etudier le sens de variation de g

2) En déduire le signe de g(x) sur ]0;+oof

Partie 11

On considere la fonction numérique f définie sur ]0;+oo[ par : f(x) = §+1+ Inx .On appelle (C) la
X

courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;T; ]) (unité graphique : 2 cm)
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1) Déterminer la limite de f en 0. Interpréter géométriquement ce resultat.

X N
2) Déterminer la limite de f en +oo. Montrer que la droite (A) d’équation y = ) est asymptote a la

courbe (C). Déterminer la position de (C) par rapport a (A) sur 10;+00[ . Montrer que (A) coupe (C)

en un point A que [’on précisera
3) Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableau de variation de f
4) Montrer qu’il existe un unique point B de la courbe (C ) ol la tangente (T )est parallele a (A).

Préciser les coordonnées du point B
5) Montrer que [’équation f (X) =0 admet une unique solution o.. Exprimer In(a ) en fonction de o. .

Montrer que le coefficient directeur de la tangente a (C)au point d’abscisse a est supérieur a 1..0n

admettra que : 31.10° < <35.10°
6) Représenter la courbe (C) ;la tangente (T )et la droite (A).

Correction Exercice n° 3

Partie |
(Vx & ]0;+00[) g(x) =x* —2Inx

1) g est définie et dérivable sur ]0;+oo[ en tant que somme de fonctions quirte sont, et pour tout

2 p—
X & |0+ 9'(X)=2x—2x§ ZZXX‘Z _2(x 1)2(“1)

le signe de g’(x)sera donné par le signe de (x—1)(X+1)mexpression dont les racines sont -1 et 1.

Ainsi, pour x € ]0;1] , g’(x) <0 donc g est strictement:décroissante sur |0 ;1[ et pour tout x € [1;+oo| |,
g’(x)>0 donc g est strictement croissante sur JL;oof+:

2) Sur ]0;+0[ ; g atteint donc son minimum.lorsquée x =1 , et comme g(1) =1°—2xIn1=1 on peut

=0
affirmer que pour tout x € ]0;#4[ |g(x) >0
Partie 11
1) Puisque lim Inx=—c0 ,lon en déduit par quotient et somme, que Iirp f(X) =—o0].

x—0"

La droite d’équation X =0 (c’est a dire [’axe de ordonnées) est donc asymptote verticale a la courbe (C)

Xx 1 Inx
J— _+_

2) On transforme l’écriture de f (X) : Pour toutx € |0;+o0[ , f(X)= > +
X X

- -« \ N - . , . .1 . X
En utilisant lim:——=0 ( la limite de croissance comparée) ; puisque lim ==0et lim — =+ ; on
X X—>+0 ¥

X—>40 X—>+00 2

déduit parssomme que : | lim f(x) =+

X—>+00

. Inx 1
De plus pour tout x & |0;+oo] f(x)—§:1+|n—x et lim —=0; lim ==0on aura donc :
X X

X+ X X+ X
lim (f(x)—gjzo

Interprétation géométrique :
La droite (A) d’équation 2 x y = est asymptote oblique a (C) en +oo . Pour connaitre la position relative

de (C) et (A), on étudie le signe de la différence f(x) —g _Lxlnx ona:
X
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f(x)—g=0<:>1+lnx:0<:>x:el
X
Donc f(X)-=>0< xelet:+
(0250 xe[e o]
X
Et f(X)-=<0<xe |0et
(0% <025 xe o]

Ainsi (C)et (A) sont sécantes au point A d’abscisse € et d’ordonnée f (lj = Zi
e e
De plus, sur |0;e™* |la courbe (C)est au- dessous de (A) , et sur [ e™;+o la courbe (C)est au-dessus
de (A).
3) f est définie et dérivable sur ]O; +oo[ en tant que somme et quotient de fonctions qui leSont, etypour tout

Xe ]0;+oo[ :

Xxl—(1+|n X) x1
X

f’(x)=5+

X2
1 nx
2 X
1 /..
=§(x —2Inx)

1
=—0g(x
2ng()

On considére la fonction numérique g définie sur par : g(%).= x> —2Inx

. 1 . .
Puisque pour tout x € ]0;+oo[ o >0 et g(x) > 0 (question 2 partie 1),on conclue que pour tout
X

x € ]0;+o0[ f'(x) >0 donc f est strictemeft croissante sur ]0;-+oo|

Tableau de variation de f
X 0
Fix

Frix)

1 - .
4) La droite (A) a4 coefficient directeur égal a r Le coefficient directeur de la tangente (T )en un

1 Ina

point d’abscissexa est égal a f'(a) = s
a

La tangente (T )sera paralléle a (A) si et seulement si ces deux droites ont méme coefficient directeur,

. . 1 Ina
donéssi et seulement si f'(a) =3 <:>? =0 a=1

3
C’est donc au point B d’abscisse 1 et d’ordonnée (1) = 5 que la tangente (T )sera paralléle a (A).

5) Sur]O; +oo[ , T est continue en tant que somme et quotient de fonctions qui le sont. De plus elle est
strictement croissante sur ]0;+oo[ . Enfin, puisque f (]0; +oo[) = ]-o0; +oo[

Et Oe ]—oo; +oo[

Alors d’apres Le théoreme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel o. dans [’intervalle ]O; +00[

tel que f(a)=0 .
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Par définition, f () =0 @%+1+ ha _,
a

Le coefficient directeur de la tangente a (C )au point d’abscisse a est égal a :

f/

Ce coefficient est donc supérieur a 1
Constructionde (C); (T )et (4

o
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