Série d’exercices sur les ensembles
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Exercice 1 - Deux descriptions d'un méme ensemble
Soit A= {(x,y) elR’ /4x—y= 1} et C= {(t+1;4t+3) /te IR} :

Démontrer que A=C.
Indication

Procéder par double inclusion.
Corrigé

On va procéder par double inclusion. Le plus facile est de prouver que C C A . En effet, prenons
un couple (x;y) e C. Alors on sait qu'il existe un t € IR tel que x=t+1 et y=4t+3 .

Mais alors4x—y=4t+4-4t-3=1,

et donc on a bien (x;y) eA.

Réciproquement, prenons (x; y) € A et prouvons que(x,‘ y) e C. C'est plus difficile, car il faut
construire un réel t. On va procéder par analyse-syntheése. Si-un tel tt existe, alors nécessairement

on doit avoir t =x—1 . Posons donct =x-1. Alors, y=4x—1=4(t+1)—1=4t+3 . On adonc
bien (x,‘y) :(t+l;4t+3) et(x;y) eC.

Exercice 2 - Partie d'une union

Est-ce que Cc AUB entraine Cc A ou CcB. ?
Indication
Faire un dessin et donner un contre-exemple.

Corrigé

Non! Prendre par exemple A= {1;2} , B= {3; 4} et C= {2;3} .
Exercice 3 - Lois de Morgan

Soient A, B et C trois parties d'un ensemble E. Pour X — E , on note X° le complémentaire
de X dans'E. Démontrer les lois de Morgan suivantes :

1. (AnB)UC=(4UC)N(BUC)
244 ) =4

3. (ANB) =A°UB

4. (AUB) =A°NB° .

Indication
Raisonner a chaque fois par double inclusion.

Corrigé
On raisonne a chaque fois par double inclusion.

Soit xe(ANB)UC . Alors (xe A et xe B )ouxeC.Si xeA et xeB alors xe AUC et
xe BUC, et l'inclusion est prouvee. Sinon, c'est que x € C, et dans ce cas on a aussi x€ AUC et

xeBuUC.
Réciproquement, si xe AUC et xe BUC, on distingue deux cas :
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Si xeC, alors xe(AmB) ou x € Cetdonc xe(AﬁB)UC.

Sinon, x ¢ C. Mais alors, puisque x€ AVC,ona xe A .
De méme, puisque xe BUC , ona x € B. Ceci prouve que xE(AmB) etdoncxe(AﬂB)uC.

On suppose que x € (Ac )C .Alorsx ¢ A°, et donc xe A .

c

Réciproquement, six € A, alors x ¢ A° et donc x € (AC)

Soitxe(AmB)c.Alors xgANB .Onadonc xg Aoux¢ B, c'est-a-dire x € A° ou xe B°.

On en déduit que x € A° U B°. Réciproquement, soitx € A° U B°. Alors x € A° oux € B°, c'est-a-

dire x & Aou x & B. En particulier, x ¢ AN B et donc x €(AN B)
On peut présenter aussi les raisonnements précédents sous forme d'équivalence. C'est ce que l'on
fait pour ce dernier exemple :x e (AUB) < x¢ AUB
<& x¢Bet x¢ B

< xe A%t xe B°.

= xe AN B

Exercice 4 - Réunion et intersection égales

Soit E un ensemble et A, B, C trois éléments de P( ) )

Démontrer que, si ANB=AUB, alors A=B .

Démontrer que, si ANB=ANC etAUB=AwC,alorsB=C .
Une seule des deux conditions suffit-elle?

Indication

Prendre x € A et démontrer par l'absurde que x € B-

Prendre x € B et distinguer les cas x € A etx ¢ A .

Corrigé

Par symétrie du probleme en A et B, il suffit de démontrer que A B . Prenons x € A et
supposons quex & B . Alors x€ AUB mais x &€ AN B et donc les ensembles AN B et AU B sont
différents, une contradiction. C'est donc quexe B .

Par symétrie du probleme en B et C, il suffit de déemontrer l'inclusion B < C. Soit doncx € B .

On distingue deux-cas :
ou bienx € A..

Dans ce cas, xeAnB=ANC , etdonc xeC .

ou bienx ¢ A.

Dansce cas, xe¢AUB=AUC etdonc xe Aou xe€C. Puisqu'on est dans le cas x& A, on en

déduit que - x € C.

Dans tous.les cas, on a démontré x € C, et donc Bc C.

Une seule des deux conditions n'est pas suffisante :

Si on suppose seulement que AV B — AU C, il suffit de prendre A = {1;2}, B= {1} et C= {2} .

On a bien AVB c AUC, mais on n'a pas Bc C.
Si on suppose seulement que ANB c ANC , il suffit de prendre A=C = {l} et B= {l; 2}.

Exercice 5 - Différence symétrique

Soit E un ensemble, et A,B deux sous-ensembles de E. On appelle {différence symétrique} de A et B,
notée AAB , le sous-ensemble de E : AAB ={x€ AU B;x ¢ AN B}

1) Interpréter les éléments de AAB .
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2) Montrer que AAB =(ANC_B)U(BNC,A) (C,A désigne le complémentaire de A dans E).
3) Calculer ANA , AND , AAE , AAC, A

4) Démontrer que pour tous A, B, C sous-ensembles de E, on a : (AAB)NC =(ANC)A(BNC) .
Indication

Raisonner par double inclusion.

Utiliser par exemple l'écriture précédente.
Raisonner par double inclusion.

Corrigé

Les ¢lements de AABAAB sont les éléments qui appartiennent a A ou a B, mais qui n'appartiennent
pas simultanément aux deux (dans un langage informatique, on pourrait parler de "ou exclusif™).
Soit x € AAB .
Par symétrie du probleme, on peut toujours supposer que x € A . Nécessairement, x ¢ B.
On en déduit que x € Aet xe C,B. Ceci donne xe ANC.B .

Réciproquement, si par exemple xe ANC, B, xe A et x¢ B, etdonc xe AUB et x¢ ANB .

L'autre possibilité se traite exactement de la méme fagon.

En utilisant ou la définition (c'est plus clair avec l'interprétation de la premiérequestion), ou le
résultat précédent, on a :

ANA =D .
AAP=A.

AAE =C, A .

AAC,A=E .

Comme toujours, on raisonne par double inclusion.

Si xe(AAB)NC , alors xe AAB et xe(C' .

Siona xe A, alors x¢ B, et xeC , ce qui donne encore: xe ANC et xg BNC .
On a bien xe(ANC)A(BNC) .

Le cas ou x € B se traite exactement dela méme facon (par symétrie).

Réciproquement, si x € (A NC ) A(B nC ) , supposons par exemple que x € (A NC ) .

Alors x ¢ BNC , ce qui impligue x&B ou x ¢ C . Mais, xe(AmC):xeA et xeC .Onen

déduit que x ¢ B. D'out x€ AAB et x € C , ce qui est le résultat que nous voulions prouver.
L'autre cas se traite egalement par symétrie.
Exercice 6 - Retour sur la différence symétrique

Soit E un ensemble et soient A, B deux parties de E. On rappelle que la {différence symétrique}
de A et B est définie par : AAB=(ANB)U (AN B)
o A (resp. B ) designe le complémentaire de A (resp.de B) dans E.

Démontrer que AAB = B si et seulement si A=J .
Indication

Pour la réciproque, prouver séparément que ANB = et que A NB=0.
Corrigé

1l y a d'abord un sens qui est facile : si A=, alors par définition de la différence symétrigue, on

a bien AANB=B car A=BetANB=B8 . Réciproquement, si AAB = B, il faut prouver que A=
On va découper la preuve en deux parties :
on prouve que ANB = . En effet, prenons x € B . Alors, en particulier x € AAB , et

donc xe ANB ou x€ ANB . La premiere éventualité est impossible (car x € B ) et donc on
a x€ AN B . Ainsi, tout élément de B est aussi dans A, et donc ANB=.
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on va aussi prouver que A NB=0 .
En effet, imaginons qu'on puisse trouve un élément dans AN B . Alors cet élément serait aussi
dans AAB = B , ce qui est impossible puisqu'il serait simultanément dans B et dans B .

La confrontation des deux propriétés précédentes entraine alors que A=J .
Exercice 7 - Equations et ensembles

Soit E un ensemble et soit A,B € P(E) .

Résoudre les équations suivantes, d'inconnue X € P(E) :

DDAUX =B ;

2)ANnX =B .

Indication

1l faut d'abord réfléchir a quelle(s) condition(s) sur A et sur B une solution peut exister.
Corrigé

Traitons d'abord la premiere équation.

Puisque Ac AU X , une telle équation ne peut avoir une solution que si A< B.

Supposons donc cette condition remplie, et déterminons toutes les solutions. Supposons d'abord
que X est une solution.

Puisque X ¢ AU X , on a nécessairement X C B .

De plus, X doit nécessairement contenir tous les éléments de B.qui ne sont pas dans A.
Autrement dit, ona B\ Ac X B .

Réciproquement, soit X une partie de P (E ) telle que B\NAc X cB .

Alors AoX c BUB=B .Deplus, B=AU(B\ A)CcAL X,
et donc AUX=B. Donc toutes les solutions sont les parties X telles que B\ Ac X C B .

La deuxieme équation se traite de facon similaire. Elle peut aussi se ramener a la premiere
équation en prenant le complémentaire. On trouve qu'il existe des solutions si et seulement

si BCA et que, dans ce cas, toutes les solutions sont les parties X telles que B X — (B UZ) .
Exercice 8 - Fonction caractéristique

Soit A une partie d'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique

1 ix€ A
de A application f de E dans |’ensemble a deux élements {0,1} telle que : f(x) = 0 Sl.x © p
SIX &

Soient A et B deux parties de E, [ et g leurs fonctions caractéristiques.
Montrer queles fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que [’on
déterminera :

2) Jg

3) fig- /8.

Indication

On retrouve les trois opérations classiques sur les ensembles.

Corrigé

h=1- f estla fonction caractéristique du complémentaire de A, A .
En effet, ona : h(x) =0 si f(x) =1, c'est-a-dire si xe A , c'est-a-dire si x & A , et h( )=1

si f(x) =0, clest-a-dire si x¢ A , c'est-d-dire si xe A.

h= fg est la fonction caractéristique de AN B . En effet, si x€ ANB , alors f(x)zg(x)=1 ,
et donc h(x):l .Si xg ANB , alors ou bien x¢ A et f(x)zO ou bien x¢ B et g( ):0 i
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Dans tous les cas, h( ) =0.

h= f+g— fg estlafonction caractéristique de AU B .

En effet, si xg¢ AU B , alors f(x)=g(x)=0 , et donc h( )=0 )

Si xe AU B , alors on peut distinguer trois cas :

xeA et xeB :onaalors f( )=g(x)=1 , et h(x)=1+1—1=1 K

xeAd et xgB :onaalors f(x)zl et g(x)zO , soit h(x):1+O—O:1 ;
x¢gA et xeB :onaalors f(x)=0 et g(x)zl,soit h(x)=0+1—0=1 .
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