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Définition : Soit f une fonction continue sur
un intervalle I, a et b deux réels de | et F
une primitive de f sur [a ; b].

On appelle intégrale de fsur [a ; b] la

différence F(b)- F(a) noté j:f(x)dx.

Etona: | f(x)dx:[F(x)]: _ F(b)- F(a).

Remarques :
[Pfoodx= [ f(tydt.

"dx" ou "dt" nous permet de reconnaitre la
variable d'intégration.

Propriétés : Soit f une fonction continue sur
un intervalle | ;a,b et c trois réels de I.

a) j f(x)dx =0
b) [ (x)dx=~[ f (x)dx

0) [ fdx+ [ f(dx= [ f ()

Linéarité

Propriété : Soient f et g deux fonctions
continues sur un intervalle | ; a et b deux
réels de I.

*Pour tous réels o et g

j:(af (X)+ Bg(x))dx = ajb f (x)dx+ﬂj:’g(x)dx

3) L'intégrale et ['ordre

Propriétés : Soient f et g deux fonctions
continues sur un intervalle | ; a et b deux
réels de | avec a<b.

a) Si, pour tout x de [a;b], f(x)>0, alors

["fodx=0
b) Si, pour tout x de [a;b], f(x)>g(x), alors
[T x> [ g(x)d

Théoréeme de la moyenne et valeur moyenne
d'une fonction

Soit f une fonction continue sur un intervalle
[a; b] aveca<b

(3ce[ab]): f(c)= ﬁjb f (x)dx

Intégration par parties :

Soient f et g deux fonctions dérivables sur
un intervalle I et f ‘et g’ sont continues sur
| ;aetbdeuxréelsdel.Ona:

[[ 100 9°(0ax =[ £ ()a()]; - [ (2 g(x)dx

Intégration par changement de variable :
Soit f une fonction continue dérivable sur un
intervalle |, et soit g une fonction dérivable

sur un intervalle Jtels que 9(J)<1;aetb
deux reelsde J .

Ona: [ g'(x)f(g(0)dx=]

Pratiquement , on pose t = g(x) alors
dt=g'(x)dx

x=a=>t=g(a) el x=b=t=g(b)

Calculs des surfaces et volumes :
Théoremel :

Soient f et g deux fonctions continues sur un
Intervalle 1.(C) er (C°) ses courbes

O ¢ )t

g(a)

représentatives dans un repere (O,T, ]) .aet

b deux réels de | tels que a<b .

L aire de la partie du plan délimité par les
courbes (C) et (C’) et les droites
d’équations X =aet X=Db est:

J169-900[0x ua onvafi il en

Théoréme2 :

Soit f une fonction continue sur un intervalle
1.(C) sa courbe représentative dans un
repere

Orthonormé (O,T, ]) .a et bdeux réels de |

telsquea<b .
*Le volume du solide engendré par la
rotation de la courbe (C) autour de /’axe

des abscisses un tour complet sur [a,b]est :
b
Y% :I 7 f2(x)dx u.v ou u.v=‘mrcm3
a

*Si est continue et strictement monotone sur
[a,b] alors le volume du solide engendré
par la rotation de la courbe (C) autour de
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moyenne de f sur [a ;b]

Le nombre bijb f (x)dx est appelle valeur
_a a

[’axe des ordonnées un tour complet sur
et PPRRY:
[a,b]est: V _Uf(a) 7Z'(f (x)) dx‘ u.v

Primitives des fonctions usuelles

Fonction f Primitives de f Intervalle d’existence
a ax+cC R
x" avec neN’ RN R
n+1
x' avec nezZ” Lo, ]-o0,0[ OU ]0,+o0[
n+1
X' avec reQ-{-1} Lo 10, -+oo]
r+d
1 2Jx +¢ 10, +o0
Jx
sin(x) —cos(x)+c R
cos(x) sin(x)+c R
! by }—£+kﬂ,z+k7r{/kez
cos’ (x) 2 2
1 arctan(x)+c R
1+ X°
1 In(|x|)+c ]-o0,0[ OU ]0, o0
X
e e +c R
u'u” avec re Q-{-1 1o Intervalle ou uest dérivable
r+1 et strictement positive
u' 1 Intervalle ou uest derivable
u’ u et ne s ’annule pas
u' 2Ju +c Intervalle ou u est derivable
Ju et strictement positive
u’ In(Ju])+c Intervalle ou uest derivable
u et ne s ‘annule pas
u'e" e' +c¢ Intervalle ou u est dérivable
Applications :

Partie | :

On considere la fonction numerique f definie sur l'intervalle 1 =[0;+o[ par :

f(O)zl et (VXE]0;+OO[) ; f(X)

_arctanx

X

1) Montrer que la fonction f est continue sur l'intervalle I.
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1 1

< <1
1+x% ~ 1+t2

2) a) Soit x de I, montrer que : (vte[0;x]) ;

b) Montrer que : (vx e[0;+x[) ; T~ <arctan(x)< x
+

c) Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0.
3) a) Sachantque f est dérivable sur l'intervalle |0;+o[ , calculer f'(x) pour tout x de
]O;+oo[ .
b) Etudier les variations de f sur l'intervalle I.

CORRECTION

1) Montrons que la fonction f est continue sur I'intervalle I.
lim f (x) = lim 3¢t X
x—0" x—0" X
. arctan x—arctan0
= lim
x—0" X
= arctan’(0)
1
1+ 0?
Donc Iirgl f(x) = f(0), alors f est continue a droite en 0.
X

: 1 ;
Les fonctions x+— = et x — arctan x sont continues sur 0, +oo| .
X

Donc f est continue sur 0, +oo
Alors f est continue sur l'intervalle 1.

1 1
7 < E1

1+ %%~ 1+4t2
Ona:o<t<xalorso<t?’<x’ eti1<1+t?><1+x?

1<1<1

1+x2 ~ 1+t2

b) Montrer que : (vx<[0;+x[) ;

2) a) Soit x de I, et soit t<[0;x] . Montrer que :

Donc :

T2 s arctan(x) < x
1 o1 (d’apres (2-a))

Soit x e[0;+[, alors s <—— <
1+x° 1+t

Etona 0<x et t L est continue sur [0;x]

t2
L jldts Xizdtsjldt

Alors 5
1+Xx° 9 v 1+t

Donc

X
< arct <
. arc an(x) X

D ou (VXE[O;+OO[) :

Ty S arctan(x) < x
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