QUESSMATHS
Bevue n°2 ;

Chapitre « Dérivabili+é et étude de fonction»

2éme Bac SC. Maths A et B
Contenue au chapitre .
- Résumé du cours
- Exercices d'application
- Astuces et méthodes
- Série d'exercices corrigés
1" Conseil aux bacheliers afin de bien préparer lear Examen
Comme dit le proverbe frangais « rien ne se perd rien ne se crée fout se transforme »
Alors le secret de la réussite c'est de travailler régulierement.
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DERIVATION

1) PERIVABILITE

Définition .
X —
On dit gu’une fonction £ est dérivavle en a si la fonction X Al 3 f(2)
—a
limite finie € en a. Le réel € s’appelle le nombre dérivé de £ en a et se note ' (a)
Théoreme .
Si £ est dérivable en a alors ¥ est+ continue en a.
La réciprogue n'est pas toujours vrale.
2) TANGENTE A UNE COURBE
Propriéte .
Si fest dérivable en 4, alors la conrbe (¢ ) admet an pointA(a;f (a)) ane tangente
d'équation .y =£'(a)(x —a)+F£ (a)
3) PERIVABILITE A GAUCHE ET A PROITE EN UN POINT
Définition .
Fx)=f(4)

¥ f est dérivable 4 gauche en 4 si lim
X—a X —Jd

. . . o X a
¥ Fest dérivable 4 droite en a si IIW\ ( ) f )
x—at X —d4a

admet une

existe et finie, on la note f,'(4)

existe et finie, on la note £'( )
Propriete .
f est dérivable en a ssi f est dérivable 4 ganche et 4 droite en a et £(a) =1 (a)
ZLuterprétation géometrigue :

o SiftNa)=£(a), alors (¢ ) admet an point A(a;f (a)) deax demi-tangentes, on

dit que A est un point anguleay.
. X)—1\4a
. S/IlW\f() F(4)

X—a X —Jd
tangente verticale i///”/@é@ vers le bas.

= +00 dlors ( )ﬂﬂ/W)é%ﬂ gauche au pomv%(ﬂ f(a )) une demi

4) PERIVABILITE SUR UN INTERVALLE - FONCTION PEIVEE

Définition. .

1) On dit que £ est dérivable sur un intervalle ouvert I si f est dérivable en tout point
de T.

2) On dit que £ est dérivable sur|a, b si £ est dévivable sar |a; b| et dérivable 4 gaunche
en a et 4 droite en b

3) On appelle fonction dérivée de f la fonction qui 4 tout point X de D, associe son

nombre dérivé £'(x) s'il existe, on la note .
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Dérivée de fonctions usuelles .

Fonction Fonction Pomaine de Ensemble de
dérivée définition dérivationp,
k avec k constante 0 R R
X 1 R R
X" aAVel neN” nx"' R R
l __;I_ R* R*
X X
1 -n . -
— aves neN’ ey R K
X
1 + 0.+00
N 1 R 10, o0
2/x
sin cos R R
cosS —sin R R
tan 1+tan® = —— R\{Lkﬂ/kez} R\{Lkﬂ/kez}
cosS 2
f+g f'+q’
afavec g eR af
fxg f'xg+fxg'
1 -9
g 9’
f f'xg—fxg'
g g°
Jf -l
21
f" o neN nf’'x £t

Applications de la dériviation

Théoréme .

Soit  une fonction dériviable sur an intervalle T.

1) Si sa dérivée +' est strictement positive sur I (sauf éventucellement en des points
[solés), Alors f est strictement croissante sur I

2) Si sa dérivée ' est strictement négative sur I (sauf éventucllement en des points
[sol€s), Alors £ est strictement décroissante sur I

3) Si ' est nulle sur I, alors  es+ constante sur I.

Théoréme .

Solt £ une fonction dériviable sur un intervalle ouver+ T et ae I .

1 admet an extrémam en 4 ssi ' s‘annule en a en changeant de signe.
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Dérivée d'ume fonction composée
Théoréme :
Solent f et g deux fonctions dérivables respectivement en a etf (a) , alors la fonction

composée g o f est dérivable ena etona . (g f), (a)=F'(a)xg' (£ (a))
Dérivée de la bijection réciprogue
Théoreme :

Solt  une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T etf (L) =T
et £\ sa bjjection réciproque S f est dérivable en a et '(a)# 0 alors . f ' est
;. 4y 1 X 2y 1
dérivable en b = £ (a) etona: (') (b)=— cad (F71) (V) =
Application .
Théoréme .
' 1

La fonction x v Xx est dérivable sur |0;+o| et ona. (Vx e]o;+o), ((/} ) =

ra—=)

" (\/? )
Conséguences .

*Si u est une fonction dérivable sar an intervalle T et (NYxe I) ; u(x)>0 , alors la

a(¥)
M(”M(X))

fonction x & yu(x) est dévivable sur I et on a.(¥x €0; +oo[),'(” M(X)), =

—1

*La derivéede : x — x oureQ
Théoréme :

> X" od v eQ est dérivable sur |0;+o0[ et on a . (V)c e |o; +oo[) ,'(x” )' =rx
*Siu est une fonction dérivable sur un intervallel et (Nx e I) ; u(x)>0 et reQ

alors : x v u" (x) est dérivable sur T et ona (Nx e I) ; (M” (x))' =ru' (X)u ™ (%)

Dérivée de la fonction arctan
Théoréme

* Lo fonction arctan es+ dérivable sarTR et on a (Vx € IR) Aarctan(x)) = ; ! -
+x

(vxeR):arctan’(x) =

1+ X2
*Siu est une fonction dérivable sar an intervalle\ , alors la fouction x> arctan(u(x)) es+

o (a(0)

dérivable sur T et on a.(Vx € IR) /-(arcmw(m(x))) = W
u

Théoréme de Rolle :

Si Fest continue sur{a;b), dérivable sarla; b et £(a)=F(¥) alors .
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Jeelabl/f'(¢)=0
Théoréme des accroissements finis
Si £ est continue sur et dérivable sur alors : 3¢ € la; b/ £ (b)—F(a)=(b—a)f'(¢)

Remarque :
Si £ est continue sur |a; b et dérivable sur |a;,b| alors elle existe une tangente 4 la

courbe de  sur [a, b paralléle 4 la droite (AB) (A et B étant les points dabscisses

respectives a et b)
Conséguences
1) Inégalit€ des accroissements finis
*Si Fest continue sur un intervalle [a,b) , dérivable surla; bl et

(3> o)(‘v’x € ]ﬂ;b[)/ f’()c)| <k, alrs |f(¥) —f(ﬂ)| <kl|p—a|
*Si £ est dérivable sur an intervalle onvert | et (I >0)(vxel):|f'(x)<k
Alors (¥ (a,0) e I*) ;| (b)—F(a)| <klp -4
2) Si fest continue sur an intervalle [a;b) ; dérivable sur a; b et (Vx € a; b])
m<F ()<, alors . m(b—a)< £ (b)—F(a)SM(b—-a)

PERIVATION / METHODES

1) Si on veut étudier la dévivabilité d'une fonction ¥ en a.
° On peut utiliser les résultats sar les opérations.

f(x)-f(a @ .
o On peut chercher si Fx)-11a) a une limite finie en a.
X—a
(X)) =F(a) . o . o
* On peut chercher si a une limite finie 4 droite en a et une limite finie 4
X—a

gancne en a, puis comparer ces deux résultats,

2) Sion veut Etudier la dérivabilité d'une fonction £ sur un intervalle ouver+l.

o On peut utiliser les opérations sur les fonctions dérivées.

F(x)-7£(a)
X—4a

3) Sion veut montrer que £ (x) < g(x) sur an intervalle ouvert T.

o On peut chercher si a une limite finie en tout point a de T,

« Oy peut caleulerf (x)—g(x) et déterminer son sigue, si possible.

« Oy peut ctudier les variations de la fonctionx v £ (x)—g(x) , puis on déduit son signe.
e Oy peut utiliser le théoréme des accroissements finis.

» On pout utiliser linégalité des accroissements finis.

4) Sion veut montrer que l'equation £ (x)=g(x) admet une unigue solution sur un
intervalle 1.

« Oy peut montrer que x v £ (x)—g(x)est une bijection de 1 sur J = £ (1) et que
oedJ.
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e Oy peut appliguer le +héoréme des valears intermédiaires 4 la fonction ,
x> £ (x)—g(x)si I est un segment.
5)Si on veut déterminer la limite dune expression en a.

e On peut utiliser les méthodes vues au chapitre 1.
F(x)-F(2)
X—a
@ )Si on veut montrer gue la fonction dérivée ' s’annule sur un intervallel

« Oy peut résoudre [equation £'(x)=0 si possible.

o On peut appliquer le théoréme de Rolle.

Z)Si l'on veut montrer guune fonction réciprogue t~ est dérivable en b.

o On peut chercher lantécédent a de b par £, puis VEvifier que .

f est dérivable en a et quef (a) #0.
) -F (%)

X—b

o On peut mettre l'expression sous la forme et utiliser la notion de derivée.

» On peut montrer gue a ane limite finie en b en faisant le changement

de variable + = £ (x).
8) Sion veut montrer que la courbe d'une fonction réciprogue £ admet une tangente

verticale au point d'abscisse b.
e On peut chercher lantécédent a de b par £, puis VErifier que .  est dérivable en a et

que £'(x)=0.

o ()-7'(%)
—b

X

* On peat montrer que a une limite infinie en b.

Série d'exercices corvigés dérivavilité

EXERCICE 1

Etudier la dérivabilité de f en
géométridue

% dans les cas suivants, puis downer une interprétation

(f(x) = x* sim(%) si X #0

7 (0)=0

F(x)= arctanx® =1 si x>1
F)=(x-1)3-x six <A
CORRECTION

_2a (A :
. F(x)=x sm(xj si X #0
£(0)=0
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x* s’m(qj
= lim — %/

X—0 X xX—0 X

:nvmxsm(ij
¥ X
()
Slsin] —
X
o)
sin| —
X
; xsim(ij <
X

lim[x| =0 lim|x| =0, ﬁ/omh\mxsm(xj ﬂ/omh\mf(x)_f(o)

X—0 x—0 x—>0 X

0, etf'(0) =
TLuterprétation aéométriguc .
La courbe de f admet une tangente horicontale au pointO (O; O) .

f(x)=arctanyx*> -1 s/ x =1
2/
Fl)=(x-1)-x  six<
ar0+am(\/)(2 —1)
Ona: lim

x—1* X —1 x—1" X =1

OMﬂ.'(VXEIP*) <A1

Donc : (VX S IP*) y

<|¥]

Do (VkeIR")

=0 ;alors est dérivable en

achmm( XZ—’l) [ 2 _
¥ 1 (On pose . + =~ x* —1)

= lim X
x—>1" Xz -1 X —1

2
A ”“’cm‘/‘( X 1) _arctan(+) . X% —1 X+
limn =[im——2 =1 e lim
x—1" XZ 1 +—0 + x—>1" (X—/\) */X _
. X
Donc hw\ TC( ) ( )
x—1* X —1

Alors £ n'est pas dérivavle a droite en 1,404 £ n'est pas dérivable en 1.
Luterprétation aéométrigue .
La courbe de f admet une demi-tangente verticale 4 droite du point A(L0)

= 400

i T=F() (x=1)3-x
x—>1" X —1 x—>1" X —1

=lm3IM—-x=0

xX—=>1"

Done f est dérivable 4 gauche en 1 et 1, )=
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Luterpretation géométrigue :
La courbe de  admet une demi-tangente horizontale 4 gaunche dau pointA(4;0).

EXERCICE 2

Soit fla fonction définie sur IR par : {f (X) =2x0 40 S/_ r=z
F(x)=2ax>+11a si x>2

a et b deux nombres réels .

Déterminer a et b pour que f soit dérivavle en 2

CORRECTION

Supposons que f o4 dérivable en 2 done continue en 2 d'od lim £ (x) = lim £ (x)=7#(2)

x—27" x—2"
Alors 2Fa=+b
Dot b=2Fa—2

f est dérivable en 2,done : lim Fle)=F(2) _ lim Flo)-F(2) _ £ (2)

x—2" X—2 x—2" X—=2
_ 3 _
Ona: lim Fl6)=£(2) = | 2ax” +a— (B +4)
x—2° X—2 x—2"F X—2
2ax’ +a—2%a
= lim
x—2" X—2
i 24%° =16a
= lim ———
k—2" X—2
24(x> -
= lim —( %)
x—2* X—2
2a(x=2) (K +2x+4)
= lim
k—2" X—2
= lim zﬁ(xz +2X+4)=24p7

x—2"

Done £ (2) =244
F(x)-£(2) _ - 26+ —(D+b)

Ona. lim
X—27 X—2 k=27 X—2
2(x" -4
= lim —( )
x—2 X—2
=lim2(x+2)=9

X2

Pone £(2) =@ ,'24ﬂ=%:>ﬂ=% et b=29a-d>=>b =1
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Conclusion .
Pour gque F solt dérivable en 2 il faut que : a = % etb=1.

EXERCICE 3

v utilisant la composée, étudier la dérivabilité de £ et détermiver sa dérivée dans chacun
des cas suivants :

1) £ (x) = cos (Vo +1)
2) F(x)="F=2 mm(@

CORRECTION

1) £ (x)=cosx* +1

Soit n(x)=~x>+1et g(x)=cosx ;alorsf =goh
W est dérivable sur TR ; W(IR) < IR et g est dérivable sur IR done g h est dérivable
sur IR d'ou est dérivable sur TR ; et pour tout x € IR on a:

£ (x)=n(x)=x g (h(x))
F1(0) = (cos i +1)
S (—sim\/xz +1)

!

2/ £ (x)= x—zmm(fj
XeZ@X—2205+£¢£+k7z/keZ
X 2
Sx =2 5+£¢£+kﬂ/kez (£¢£+kﬂ/kez X #2)
X 2 X 2

S x> 5+£¢§+kﬂ/kez

X
)(>2<:>O<1<1<:>o<£<Z
X 2 X 2
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E+ X > toanx est définie SMF:| 2{ done

D. = |2;+0[ (Car fn'est pas définie en 2)

Ona:u:x %5# dérivable sur2;+oo ; u(]2;+%0[) = }o;g[ etv i x> tanx est
dAérivable sur|2;+oo etx > \Jx — 2 est dérivable sur|2;+oo| done £ est dérivable sur
J2i4ed]

Pour tout x € 12;+00] (v ou) (x)=d' (x)xv'(a(x))

()

e )

pont () = z\/i (ﬁ) - X

EXERCICE 5

Soit £ la fonction définie surIR ™ par :f (x) = 23y =43
1) Calealer lim £ (x)

2) Etudier la dérivabilité de £ 4 droite de O, puis donner une interprétation géométrique
3) Etudier les variations de £
CORRECTION

1/ lim £(x)= lim (%%/}—4%/72)
= lim ?/;(%—43/;)=—
(Carlim x =+ et lim (%—43/;):_

X—>+00 X—>+00

f(0 Ux - 43X
/Ilm—( )- T )=Iim—3\/; b
x—0" X x—0" X
Yx(3-43x
= lim ( )= lim — (3—42&)
x—0" X x—0" §/X7
= 400
car |ITT—+OO et im3-4Yx=3  douc £ nest pas dérivable a droite en O.
X—> x—0"

Luterprétation géométriguce .

La courbe de f admet une demi-tangente verticale, dirigée vers le haut 4 droite du point
D(0,0)

3/ f est dérivable surl0,+»| , et pour toutx 0,40, on a .
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, 3 2X

f ()()_33/72 43%7
3 8

3Rx? _ﬁ

3-8Yx

RN

Alors le signe de t'(x) est celui de 3-83x sur]0,+o[

3—8Wzo@Wg§

<:>0<x££

512
Pod le tableau de variation de £ :
R P -
512
f'(x) + —
9
f(x) E\
, / o
EXERCICE 4

Montrer que (Nx € IR) ; Zarcmm(\/)(z +1- x) +arcton(x) = %
CORRECTION

On considere la fonction £ aéfinie par : £ (x) =2 arctan (\/X 41— X) +arctan(x)
Oona.x (\/)( Z+1- x) est dérivavle sur R . Alors f est dérivable sur R

£+ pour tout XeR ,ona: f'(x)= Z(WGMM(\/)(Z +1- )c)) + (arctam (X))'

!

W= B

=2X +

2 2
’\+(\/)(2+1—X) 1+
ok
2
2 A

2 2
’\+(\/X2+’\—X) 1+

www.guessmatis.co E-mail : abdclaligmcssommaquaiLoovn
whatsapp : 0174067130



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

X = X% +1

NXE +1 1

=2x 7 T 2
+(\/X2+1—X) 1+
_ X —NK* +1 L
\/ FAXE + 1= XX +1) 1+ 4%
_ X =X +1 N 1
\/X2+’\X\/XZ+’\(\/XZ+’\—X) 144
—1 1

X241 A+x*

Pone t est constante sur TR .

Alors (Vx e IR) ;£ (x)=7(0) = %
Dod: (VxeIR) ;2arctom (\/)(2 +1- x) +arctan(x) = %
EXERCICE ¢
Caleuler les limites suivantes
arctan x —%
: i 2017 _2017[~ 2017
a) Xlir%—x 7 v) lim /x +3 —2%224x
’ 3
CORRECTION
T
_ arctan X — g
Cﬂ/JM/OV/S Xllr\f/]éx—\/g
5 _N°
3

Soit fT(x)=arctanx alors  est dérivable sar R et on a

arctan x— = F(x)-f L\fj

NS ) 1 o 6 _ I
(vxeR): f (X)_—1+x2 DPovic . xllr%—\@ _XIL% NG
3 X—? 3 X—?

3
Calculons lim x+3-2X22%/x alors f(3)=0 et fest dérivable sur 0,+% , et pour tout

f(ﬁ] 13
3 1{@] 4

xe 0,4+ ona.
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1 201\7/5

F= 2017°x 13" 20072Yx"

Alors .
2017 __2017[H 2017 f —f(3

fim 3 =N 101 (3)

x—3 X—3 x—3 X—3
=f'(3)
~ 1 ~ 201\7/5
2017296 201773
_ 1 1 2017
- 201720%2016 (201\7/52016 \/E
~ 1 Ll
- 2017201\7/52016 201\7/52016
-1
- 2017 62016

EXERCICE 11

1) Soit g la fonction définie sur [0,x] par:

g(x) =sin x—Xxcos X

Etudler les variations de g et déduire le signe de g sur [0, ].
2) Soit fla fonction définie sur [1,+w [par

£ (X )=x s/m(%} .
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, ])
a) Caleuler lim f(X) et Iuterpréter  graphiquement ce résultat:
b) WMontrer que F est dérivable sur 1, +oo
et que N X e [1, +oo[ f1(xX) = g(%j
¢) En déduive gue réalise une bjjection de [L+oo sur un intervialle I 4 préciser.
A) Etudier la dérivabilité de = sur I et
calenter (£7)(0) et (1) (2).
3) Soit h(x)=f(x)-x od xe[L,+o[ .
a) Etudier les variations de h' sar L+l et en déduire gue | Egquation W (X)=0 admet une
unigue solution X, dans [1,+oof

L) Déterminer la valear de x,
¢) Etudier la position relative de la courbe  (C) et la droite d'équation y=x sur [1,+oo]

CORRECTION

1/ (¥xe[0;7]) g(x)=sinx—xcosx
g est dérivable sur [0,7]
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(vxe[0;7]) g'(x)=xsinx=0

(car x [0, z]et sinx>0)

Done g est strictement crolssante sur [0,7]
Alors (vxe[0;x]) g(x)=g(0) e+ g(0)=0

Done : (Vxe[0;z]) g(x)=20

2/ a) (vxe[L;+) f(x)zxsin(%j
XIirp f(x)= XIim [xsin(%D
On pose . t :g quand x — +0,t — 0

O a ! lim (xsin(ED = Iim(ﬁmj =
X—>+00 X t—0 t

Luterprétation géométriguc .
(Cf ) admet une asymptote horizontale d'équation Y= au veisinage de +o

b)v:x —>% est dérivable sur [L+oo] et v([L+e]) =R
X = SinX gst dérivable sur R ,donc

X — sin (%) est dérivavle sar [1;+o0]

X = X est dérivable sar [1+o|

Done £ est dérivable sur [1;+0]

Ef()Mﬂ.'VXe[l;+oo[O<££1 et 0<Z<x alors :
X X

(Yxe[L+eo]) f/(X) =sin(£j_ chos(zj

X X X

{5 (3)
(3]

¢) Ona festdérivavle sur [1,+o] (daprés 2-b))

Done £ est continue sur [L+o] et (Vxe[L+o]) 0< % <r

Done : g (%) >0 (daprés 1)
Dod : (Vxe[L+e]) f'(x)20
Alors £ est strictement croissante sur [L+o dod £ est bjjective de [L+o[ vers I +el

que N = f ([1,+oo[)=[f(1);xlir+rlof(x)[z[o;ﬁ[
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A) On a f est dérivable sur [+ e+(vx e[L,+oo[) 9(0) < g (%)

(car (Vx e[L,+oo[) % >0 et g est strictement croissante sur{0;x[ )
Dod (Wx e[l +oo[) f'(x)>0
Done (Wx e[, +oo[) T'(x)#0
Alors 17 la fonction réciprogue de f est dérivable sur I et on 4 .
m(tH) =) (f)
1
= =
f'@)
() @Q=(1) (1)
__1
f'(2)

3/ (¥x e[l +of) h(x)=f(x)-x

a) Poar toutx e[l +oof W (x)=f'(x)-1

Pone . h"(x)= f”(x)z[g(zjj

!

X

-~ %[ )<
(car (xe[L+o]) O<%S7zdat4&,‘ g'(%)>0}

Alors : (Wxe[L+oo) W(X) <0 et par suite W est strictement décroissante sur [1+oo

Alors (Lo )= [tim b/ (st (1)

X—>+00

X—>+0 X—>+00 X

£, lim h(x)= lim g(fj—l

=g(0)—1 (car gestcontinue en 0)
=1
grh(l)=9g(7r)-1=2-1
Pod . h'([l; +oo[) =[-L7-1]
Et 0e[-La-1 donc l'équation W(x)=0 admet une unigue solution %, € [L+o|

L) h(2)= g(%)—lzl—lzo et W (%)=0et 2e[-L(x-1) donc x,=2 (car x,est unique)
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x ) 2 +oo
,E’j'_" { _‘Jl::l _

H (x) (E_l)\ )

o 0([1;2])=[0,(z 1) | done (¥x[1,2])h'(x)=0

o h'([2+00] ) = |-1,0] done (¥x e[2;4+e0[) h'(x)<0
Dod
x /
h'(x) |

h(x) /’ \

Done O est une valeur maximale de h ;
Alors . (VX e[y +oo[) h(x)<0

p——

Dod (Vxe[L+oo) f(x)<x
Done (Cy ) est an-dessous de la droite (D) déquation . y=x sur lintervalle [+

EXERCICE 12

Soltt la fonction définie sar [0+ par :f (x)=3Yx+1—-x
1) a- Calealer lim f (x)
b- Donner le tableau de variation de
2) Wontrer gu'il existe un seal réel a 42,9 +el que | (a)=a

3) a) Montrer que Fadmet une fonction réciproquef " définie sur an intervalle ya

déterminer.
b) Etudlier la dérivabilité de £~ sur 7.

2
¢) Montrer que : (17)'(a) = 5 40; -
—aQ

CORRECTION
7. 2) lim f (x)=|im(x(3si2+i3—1D
X—>00 X—>00 X X
=—00
b) (Vxe[0;+0]); £'(x) = 1
3 (x+1)2

x>0 done (x+1)" >1et 3(x+1)" >1
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1
Y(x+1)°
Done . £'(x)<0
Alors £ est strictement décroissante sur [0;+oo]

Y <1

X 0 +%

S(x)

3
f(x) \

2. Solt g définie par : (¥x e[0;+w[); g (x) = f (x)—x
£ et la fonction identi+é X = X sont continues sur [0;+o]
Done g est continue sur [0;+0]
Et (Vxe[0;+00]);g'(x) = f'(x)-1<0 (car f'(x)<0;Vx e [0;+oc])
Dod g est strictement décroissante sur [0;+oo]
Done g est bjjective de [0+ vers [-0;3] et 0e]-0;3].
Alors (H!a € ]—00;3])/ g(a)=0
Ona:g(2)eg(3)<0
Done : daprés le TV.I ae]23
3. a) fest continue et strictement décroissante sur (00| [ done  admet une fonction
réciprogue définie sar : 3 = £ ([0;+00] ) = ]-o0; 3]
b) fest dérivable sur |0;4+00] et Vxe ]0;+00[; f'(x)#0
alors t7 est dérivable sur |-o,3 et on 2 .:1{(0)=0

—XC

done : (C,) admet ane demi- tangente horizontale 4 droite du point A(0;3) et (C f,1)

admet une demi- tangente Verticale dirigée vers le haut 4 gauche du point A (3,0)
done £ w'est pas dérivable a gauche en 3.

&J(f-l)'(a)zf,(fll(a))zf,(la) (car f(a)=a )
1
O S (a)= —
K (@) 3(05+1)2 '
gt f(a)=a oRa+l-a=a
@yaT:%“
=3 (a+1)2 = 4o’
Do : f'(a):%‘lz—l
Ponc (1) (a)= 52
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EXERCICE 13

Soit £ la fonction définie par . (x)=3x —arctanx
1) Wontrer gue l'ensemble de définition de £ es+ R,

3 3 5
X

2) a- Moutrer gque pour tout X€R x—% <arctan x < X_EJFE

b- Etudier la dérivabili+é de £ 4 droite de O, puis donmer une interprétation
géoméetrigue
3) Downer le +ableau de variation f.
4) Montrer que F admet une fonction réciproguet " définie sur un intervalle J que on
déterminera,
CORRECTION
f (x)=3/x—arctan x
1/ xe D, < x—arctanx >0

Soit g la fonction définic par : g(x)=x —arctanx

2

g est derivable surR et :(¥xeR)g'(x)= X >>0 dlors g est strictement croissante

1+x
sur R
Pove . x=0= g(x)=g(0)
=g(x)>0
Xx<0=9g(x)<g(0)
=0g(x)<0
Tableau se signe de g sur R .
x | -o 0 +oa
gix) - o +

Lonc Df = [0,+OO[ =R* Df — [O,+OO[ —- R*
3

2/ a) On pose h(x)=arctan x—x+ —

Pour tout (xeR™) ' (X)=——-1+X

X4

1+ X2
Done h est strictement croissante sur R*

Done : (vxeR")h(x)=h(0) e+ comme h(0)=0 zlors : (¥xeR*)h(x)=0

Done . W' (x)= >0
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3
VA + X
rod ! (VXER ) X—ESarctanx

3 5
De méme, on étudie la fonction : [x — X— % e arctan XJ et on déduit que .

3 XS

(VXeR*) arctan x < x——+—
3 5

b) jim )= F(0) _ i, Ix—arctanx

x—0" X x—0" X

. X —arctan x
= lim 3 —
x—0" X
1
= 3|—
\'3

en effet pour tout x<10,1]

3 3 5
X

X
X——<arctan X< X——+—
3 3

5
2
EF 1 x°_x-arctanx _1
3 5 x° 3
2 —_
Et comme lim 1.x =1 alors :lim (L(;t&lnx :1
x—0" 5 3 X0 X 3

3

Do - Iim(s x—arc;:tanxJ o1

x—0"* X

Alors £ est dérivable 4 droite en 0 et 1{(0)= i/g

Luterprétation aéométrigue .

(C,) admet une demi-tangente de coctficient directenr i/% a droite du point O(0,0)

X2

3/ vx>0 f'(x)= >0
/ (%) 3(1+x2)€’/x—arctanx

Tableau de variation de £ .

x ] +o
1
F(x) 5

e
4]

4/ X > X et x—arctanx sout continues sur R en particulier sur R* ; Ponc .

+

X — X—arctan x st continue sur R et on a. (VX c R*) x—arctan x>0 donc 1 est continue sur

R et strictement croissante sur R*
Dod : f admet une fonction véciprogue £+ définie sur J +el que :J = § (R*) =[0;+o0]
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EXERCICE 14
-1

Soit neN etf, la fonction définie sur R par : f,(x)= k—lckxk*1
k=0 K+

1) Calealer £, (X) pour tout X de R
2) En déduive la valear de iﬁcﬁ

k=0
CORRECTION

1/, est dérivable sur R et poar tout xeR ; On 4.
fn(x):Cfx+1C§x2+ +iC”xn+l

n+1
f/(X)=C2+Cix +:+Cox"

n
= Cix* =(1+x)’
k=0
n

1
O ;S =y —CFK
2) n pose ! S, k§:0k+l :
ona s, =101

On a: (VxeR) f!(x)=(1+x)"

Alors : (¥xeR) /() n%l(ux)“ﬂc

Done . fn(o):n%lw:o

P’M.‘C:_—l
n+1

n+l
Done : 1, (x) = Y71

n+1
2n+1_1

Far conséquent : £ (1)= .-
+

2n+1 _1
n+1
TEOREME PEROLLE —TEOREME PES ACCROTSSEMENTS FINIS

NIVEAU1
EXERCICE 15
Soitt une fonction continue sur un intervalle]a,b] et dérivable sur la,b| +elle que .

(vxelab[): f'(x)=0
Wontrer gue l'équation £(x)=0 admet au plus une solution dans)a,bf .

CORRECTION
Soit £ une fonction continue sur [a;b] et dérivable sar |a;b] tel que : (vxela;b[) f'(x)=0

Pone S, =

Par labsarde : supposons que (H(a;ﬁ)e(]a;b[)z) tel que : a= B et f(a)=1(B)=0
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Supposons que . a < f

Ona fdérivavle sur |ab] et [a; ] < Jab]

Alors £ est dérivable sar [a; B] ; dod . F est continue sar [a; B] et ona . f(a)=1(B)
Dapreés le théoréme de Rolle (3c e a; B[)! '(c)=0

Alors (3ce Ja;b[)/f'(c)=0

Ce qui contredit le fait que : (vxelab[) f'(x)#0

Dod « [€quation £ (X)=0 admet au plus une solution dans)a;b| .

NIVEAU 2
EXERCICE 24
On considere une fonction ¥ dérivable sur [0,1], telle que : £(0)=f(0)=0etf(@)=0.
f(x) .
Soit Q la fouction définie sar [0,1] par . 9(x)= oy S1 XA
9(0)=0

1) WMontrer queq est continue sur [0,1]

2) a- Montrer gqu’il existe an réel ¢ de 10,1] tel que cf'(c)—f(c)=0 .

b- On désigne par(c) la coarbe représentative det  dans un repere orthogonal,
Wontrer que (c) posséde au moins une tangente passant par l'origine du repere.
CORRECTION

1) On a £ est dérivable sar [0;1] done  est continue sur [0;1]

Et X % est continue sur 0;1]
Done : g est continue sur 10,1

lim g(x)=lim m=|im M

x—0" x—>0" X X—0" X—0
=1{(0)=0=9(0)
Done : g est continue a droite en O
Dod : g est continue sur [0;1]
2)a) Ona g est continue sur0,1] et f est deérivable surlo] ;x— % est dérivable sur

0.4]. Alors g est dérivable sur]o,q] .
Ona9(0)=0 et g(1)=f(1)=0 albrs g(0)=g(1)
Done d'apres le théoréme de Rolle : (3c€0;1])/g'(c) =0
ona. (VXE]O;].[)/Q'(X): Xf'(X))(Z— f (X)

Done : (3ce ]0;1[)/M =0

Dod: (Fcelo)/cf'(c)-f(c)=0
b) d'aprés la question ) : (3ce]0;1])/ cf'(c)- f(c)=0
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L quation de la tangente 4 (C) au point d'abscisse ¢ est .
(T,):y=f'(c)(x—c)+ f(c)
= f'(c)xx—cf'(c)+ f(c)
%/—J

0
Done : (T.):y=1'(c)x et 0(0;0)e(T,)
Do il existe une tangente (T.) 4 la courbe (C) passant par lorigine.

EXERCICE 25

On considere une fonction t dévivable sur [0,1) et positive strictement sur|0,1] e+ f(0) =0
2f'(c) _ f'(i-c)
f(c) f(l1-c)

Wontrer que (3ce10,1]) :
CORRECTION

On considere une fonction £ aérivable sur [0:1] et positive sur |01 et f(0)=0

. 4y, 2F(e) _ f't=c)
Wontrons que : (Ice o)/ o) " Ti-o)
o (EICe]O'l[)/
2f"(c)x f (1—c)~ f () f'(1-c)=0
On pose . g(x)=f2(x)x f (1-x)
Ona:g(o )=f2(0)xf(1)=0
tt g(l) (1)><

1 est continue sur{0;1] et £2 est continue sur{o;l]
La fonction h:x1-x est dérivable sar [0;1] ; h([0;1]) =[0;1]
Alors T oh est dérivable sar [0;1]
Et par conséquent g est dérivable sar [0;1]
Done : g est continue sur [0,1) et dérivable sur 101 alors d'aprés le +héoréme de Rolle .
(3ce]ot])/g'(c) =0
Ona:(vxelod):g 2f( ) f/(x) f ( x)—f2(x) f'(1-x)
(O[21(x) £ (-3~ £ (x) (1]

Pod : a(e)=0e 1(c >[2f'<c>f< o)~ (6) F(1-c)]=0

< 2f'(c) f(1-c)—f(c)f'(1-c)=0(car f (c)>0)

Done . (3ce0,1])/ 2 ;E;))z f((l—C))
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EXERCICE 2¢

Soit £ la fonction définie sur IR par . f(x)=sinx—x

1) Wontrer gue l‘équation f(x) =0 admet au moins une solution ¢ dans }Z %[

2 ) en déduire que 'équation cosx—2x =0 admet au moins une solution dans ITR.

CORRECTION
1) (vxeIR): f (x)=sinx—x’

Les fonctions x> Sinx et x> —x2 sout continues sur IR, e+ en particulier sar [ }
42

V2 #? 8\/2 —7?
PRI f .- _
Alors  est continue SM/[ 4 2} etona. (4} RETIET-

2 4_ 2
Done f(%j>o(ﬂz=9,8 et 8\/§=11,3) ; f(%jzl_”_: 7

4 4
T w VA
Z1<0 Zlfl
Pone f(2]< ’ﬂ/OFSf(4j f£2j<0

Et dapres le théoréme des valears Tutermédiaires : [Hc S }% ; %D 2 f(c)=0

Done : [‘€quation t(x)=0admet au moins une solution ¢ dans E ; %{

Les fonctions x> sinx et x> —xX* sont continues et dérivavles sur IR, done + est continue
et dérivavle sur TR

D'od . fest continue sur [0;c] et dérivable sar 10;c] .

De plus £(0)=f(c)=0

Done d'apres le théoréme de Rolle : (a ]10;¢[): £'(c)=0

Dod : (3a€]0;c[):cosc—2c=0

Alors ‘Equation cosx—2x =0 admet au moins une solution dans TR

EXERCICE 2 F

soitt la fonction définie sur [% , %} par £ (x)= % —sinx.

1) WMontrer que I'équation f(x)=x ddmet une unigue solution o i/ﬂms}z E[ .

62
] T o, V3
2) En déduire gque  pour toutx de {E’ﬂ . |f(x)—a|s7|x—a|
CORRECTION
1) Soit g(x) = f(x)-x

Les fonctions et x> —x sont continues et dérivavles sar {E E} done g est continue sur

T.% i T r
[6'2} et dérivable 5%/”}6,2{.
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&t pour +om+m}%,%[/ ona.: g (x)="f'(x)-1=-cosx-1

Dod : g'(x)=—(1+cosx)
cosx > -1, done 1+cosx >0
Dod : g'(x)<0

Alors g est strictement décroissante sur [ 5 2} de plus . g( J (—j ===

3 r 1 Vs
>=  done=>=,dvu g| = |>0
YR g(es}

T T T T

— | = —_ | —_— == .' —_ 0
g(zj f[2j 5 1, alors g(2j<
Pone : g(—gjxg(—2j<0

Et+ daprés le théoréme des valeurs intermédiaives I'équation 9(x)=0 admet une unigue

solution o dans F,Z{
6 2
dod : [equation t(X)=x admet une unigue solution o dans }%%{

2) On a £ est continue et dérivable sur [%%} et pour tout X e }%%{ ,f'(x)=—-cosx

T
E <X< 5 et X COSX est décroissante sur [— —} dovc COSE <CosX < COSE

6 2
p/od.'OSCOSXS?
Alors —?S f'(x)<0
3
<2
Done | (x)| < — >

On 4 alors : £ est continue et dérivable sur {E %}
Ef(VXe}ﬂ ﬁD' ‘f (x )‘S\f
6 2

2
Done d'aprés linégalité des accrolssements finis : ¥ (X;y) e K 721 | f (%) f (y)\s;|x—y|

ETt comme f(a):a et ae[%;%}

Alors (VXE[G D|f )t (@< Dol
Dodi (w{% %D.|f(x)—f(a)|§73|x—a|
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EXERCICE 286

Solt £ et Q deux fonctions continues sur un
Iutervalle [a,b] et dérivavles sar |a,b] telle que : (vxelab]): g'(x)#0
1) WMontrer que . g(a)= g(b)
2) Wontrer que . (3¢ € |a; b]) ,'f(k)_f(ﬂ) = f,(ﬂ)
9(b)=9(a) 9'(¢)
3) On suppose que . f(a)= g(a)=0

Wontrer gque : lim PO _ iy f:(x)
x—a* g(x) x—a* g (X)

4) En déduire . lim Amta—nx_% lim =———=

o x—\/§ T o0 X
CORRECTION
1) WMontrons que g(a)#g(b)
Par labsurde, supposons gque 9(a)=g(b)
Et comme g est continue sur [a;b] et dérivable surlab], alors d'aprés le théoréme de
Rolle .
Ace|a;b[:9'(c)=0ce gui contredit le fait gue xelab[:9'(x)£0 donc : g(a)=g(b)
F(b)=f(a) _£'(¢)
9(b)-9(a) '(5)
Consldérons la fonction h définie sur [a;b] par: h(t)=(f(
On a . fet g sont continues sur [abl et dérivables su ] ,b[ .
Alors W est continue sur |a;b] et dérivable sur a;b[ .
Et ona :h(a)=(f(b)-f(a))g(a)-(g(b)-9(a))f(a)

= f(b)g(a)-f(a)g(b)
E7 h(b)=(f (b)—f(a))9(b)—(9(b)-g(a))f(b)
——(a)a(b) +9(a) f (b)
Pone : h(@)=h(b)
£t dapres le théoréme de Rolle, on 2 (3c e ]a;b[):h'(c)=0
Dot dcela; b[
(f(b)-f(a))g’(c)-(g(b)-g(a)) t'(c)=0

£t comme g(a) = (b) et g'(c)#0

2) Wontrons que (3¢ € abf)

(@))9(H)-(a(b)-g(a) f (1)

. 1b)-f(@)_f()
SFOETOREC
3) On suppose que f(a)=g(a)=0
Montrons que lim gé:; lim g:E::)
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b)— f (
b)-g(

)_ ')

) 9'(c)

b) f'(c

Et comme 't (a)=9(a)=0, alors : aCE]a,b[_ng): 8

Softxelabl, alors £ et g sont continues sur [&;x] et dérivables sar |a;x]
£+ Vtela;x[:g'(t)=#0

fo)_ e

9(x) 9'(c,)

a<c,<x,done guandx —a', on 4 .:c, —>a', alors :

T _ iy 1)

: f
pDapres la question (2), on a2 3cea;b[: ; Z

—_— N
N—"

(=]

Pone 3c, € |a, X[ :

lim

o0 " (e,
'(‘§ (t=c,)

_lim f

t>a’ (t
(x)

“9'(x)

) _ i F1(%)

X) o 9'(x)

Arctanx — —
3

|m
N

Lone . lim E

x—a* g

4) e Calcalons lim ———— 3
j x—I>I\‘/n§+ X—\/é

Soient f(x)zarctanx—% et g(x)=x—+3

On a f et g sont continues et derivables sur IR, pour tout xe IR 1 f'(x)= N
+ X

£+ 9'(x)=
done : (VxeIR) 1g'(x)#0
Etona f(\/é)zg(\/é)zo

Alors tim 0 i £00
3 g(X)  xoE g'(X)

T

arctan x — —
L, . 1 1
Pou : lim = lim ==
x—3" X—\/§ x—>3" 1+X 4

tan x — x

o Calculons lim
x—0" X

Soient f(x)=tanx-x et g(x)=x°

3

Onafet g sont continues et déerivavles SMF}—E E{ done + et g sont continues sur

[0;%} et dérivables sur } 4[ et X e} Z[ f'(x)=tan*x e79'(x)=3x*,

., f(x) (%)
done VXe}O,—”{,g X)=0etona.: f(0)=g(0)=0, alors lim = lim
4 ( ) ( ) ( ) X—>0" g (X) X—0" g!(x)
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x—0* X3 x—>0"  3X2
1(tan x]
= lim=|] ——=
x—0 3 X
_1
3
EXERCICE 29

£'(0)=0

Soit £ une fonction deux fois dérivavles sur TR telles que . a
(32>0): f'@ £/(a)<0
Wontrer que : (3a €]0;+0]): f"(a)=0

CORRECTION
On a £ est deux 1ois dérivables sur TR, dove t' est dévivable sur TR, dvi t' est continue

Etona: f’[%j f'(a)<0

Alors, daprés le théoreme des valears intermédiaires : (Hc S E ; aD: f'(c)=0

On a alors : f'(c)=0et £'(0)=0

Done : £'(0)=f'(c)

Et comme t' est continue sur [0;c] et dévivable sur 10;¢]
Alors, daprés le théoréme de Rolle (3a €]0;c]) (f') («)=0
Dod : (Ha € ]O;+oo[): f"(a)=0

EXERCICE 30

Solt f une fonction deux fols dérivable sur [a;b] (a<b) telles que :f(a)= f(b)=0et soit
X, € Ja;b[
2 (%)

Wontrer gque . 3c € |a;b] ;f”(c)=(x 2)(x b)
0 0

CORRECTION

X, € ]a;b[
Wontrons gue : 3c € |a;b[ :
2 (%)
f"(c)= 0
O D)
On considére la fonction g définie sur [a;b]

Par (1) () gt (=) (1-b)

On 4 g(a)=f (a)-——08)_0_t(a)

(% —a)(% —b)
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£+ g(b)=f(b)
£+ comme f(a)=f
Alors g(a)=g(b)=
Bt 9(%)=f(x)-f(%)=0

Alors g(a)=9(%)=0

Etona ettt (t—-a)(t=b) sout continues sar [a;b] e+ dérivables sar |a;b|

(5)-0
0

Alors g est continue sur [a;b] et dérivable

Sur a;b[, ginsi g est continue sur [a;%,) et sur [%;b], et g est dérivable sur |a; x| et sur
J%:b[

£t dapres le théoréme de Rolle : (3a € a;x,[):9'(a)=0 (3B e]x;b[):9'(B)=0

EXERCICE 31

Soit f la fonction définie par : £(x)=2x + \/1—7
1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) a- Etudier la dérivabilite de f 4 droite en —\ et 4 ganche en 1.
b- Tuterpréter géométriquement les résultats précédents.
Correction
1) 0 ={xeIR [1-x" 20}
={xeTIR /¥ <1
={xeIR/A<x<1}
Done T, =[-11]

2 ) a- et b- o Caleulons lim £(x) -7 (1)
x—>—" X +1

Fx)-F (1) _ iy ZE V1= 42

Ona. lim

x> X +1 x> X +1
- 1= X1+ x +2(x+1)
x—>—" X +1
‘ (\/1—x+2\/1+x)\/1+x
= lim
x> X+1

l‘ (Vi—x+241+x) /N2
= U

x—>=" ,//\_|_X \‘ O+
Pone lim A=)

x> X +1

= 400
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Par suite £ n'est pas dérivable 4 droite en —\ et C admet une dem|-

tangente
verticale dirigée vers le haut 4 droite du point d'abscisse —
® Calculons lim M
x—1" X —1
_ —
OWﬂ-'[iWM:[1m2X+ 1-x* =2
-1 X — /\ X1 X — /\
= [im V/\_X\//\-F_X+Z()(—’\)
X1 X _,\
i (Vi+x +241-x)J1-x
= lim
x—1" X —1
(i) 22
= lim
A N Of
Done lim M = 400
x—1" X _/\

Par suite £ n'est pas dérivable 4 ganche en \ et C. admet une demi-
tangente verticale dirigée vers le bas a gauche du point dabscisse .

EXERCICE 32

Flx)=3x>+3x* ;x20

Soit £ la fonction définie sur TR par .
{f(x) =41-X+X—4;5<0

1) WMontrer que f est continue enx, =0 .
2) Etudier la dérivabilite de £ enx, =0, puis donmer une interprétation géométrique des
résultats +rouves.

Correction
1) Ona:f(x)=3x>+2x* ;x>0 ;donc £(0)=0

EtFx)=4J1\—Xx +Xx =4 ;x <0 ;caleulons lim £(x)

X—>0"

o limFAlx)=Ilma41—-x+x—-4=0

X—0" X—0"

Dod lim £(x)=7(0)

x—0

Par suite 1 est continue en O.
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2) ® Calealons lim
x—0" X

ona: im0

x—0" X x—0" X

>~

x—0" X

= lim %/(1 +§) = 400
x—0" X

Far suite f n'est pas dérivable a droite en O et C admet une demi-tangente
verticale dirigée vers le haut a droite du point d'abscisse O

o Cialculons lim f(x);f(o)
x—0*
Ona. lim £ (x)-7(0) _ i AJA—x+x—4
x>0 X =0~ X
B e et ”j
x>0~ X
| 4(J_ ]
= [lim
X—=0"
1= x =1)(V1=x +1
= lim ( )( ) "
o Ji—x+1)

| 4
= lim ——+1=—1

=0 (\/’l—_X+ 1)
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Far suite f est dérivable 4 ganche en O ; 1,(0) =\ et G admet ane demi-

tangente de coefficient directear =\ 4 gauche du point d'abscisse O
EXERCICE 3

Calenler £'(X)  pour tout xde I dans chacun des cas suivants :

1) Fx) = (x* =55 + K ;T =04

2) F) =" +x+1)* ;I =1R

3) f(»d=£j ; I =11 +00]
4) F(x)=~x*+4x-5 7 =, 4o
5) F(x) =3 +3x* -1 ; I = +od
¢) Fx)=3x" +x*+2 ;I =1R

7) £lx) =sin’(x* —x) ; I =1R

8) flx) =~ 1()c +3)? ;I =14
Corr&m"/on

1) £x) = (x> —5x +Wx ; I =10,+00]

f est dérivable surT =0, +o| comme produit de deux fonctions dérivables sur
7 =0, +o0| est de la forme uxv od u(x) = (x> —5x +1) = u'(x) =2x -5 ¢t

_ o e
vix)=x = v'(x) =5

Done £'(x) =u'x v+ ux V'

_ 2 1

= (26 —=5)x~x +(x —5x+1)><2\/;

2 x(2x=5)x K + (" —5x +1)

N 2x

2 (26 —5)xx+(x* —5x +1)

\ 2x

_AXT 10X+ X" —5x +1

- 2x

_5x” —15x +1

24k

Pod : '(x) = oX” 15X +1 , pour +om+XG]o,+oo[

2x

El

2) Fx)=(x"+x+1)*

www.guessmatis.co E-mail : abdelaligmcssommabgmaiLcovn
whatsapp : 0174067130



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

£ est définie sur IR car c'est le composé de la fonction x — (x* + x +1)° et la fonction
X YN od X=x"+x+1>0 [ Nxe IR ;etelle est dérivable surT = [0, +oo[ comme
composée de deux fonctions dérivables sur1 = 10, +oo| .

On a : daprés la formule de la dérivée d'une fonction composée N x € |0,+o0[
3

Filx) = 3(% R I
2 A
=5 a0 )

_ D, 2kt
4 Yx* +x+1

Ponc (Vx €10, 4] ; £li) = 2 x 2L
4 Yx* +x+1
Jx +1
= /'I: , T00

Les fonctions x > Nx +1 et x > X =1 sont continues et dérivables sur T = ], 4oo[

de plus x > x =1 ne sanule pas sur I = [ +o0[ - done £ est dérivable sur T =1, +o0]
comme quotient de deux fonctions derivables e+ on a pour tout x € 1, +oo|

o (r+1)
f(x)—([_J
A (-
]
I )
(Ve =)
:2};(&—1—&—1)
(Ve =)
-
_x
(Ve -1)
N
Jr (Vi =1)
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—
Ponc (VX e +oo[) S F(x) = >
Vi (Ve -1)
4) Flx) =X +4x-5 ;T =+
Ona x* +4x —5> 0 pour tout x € 1\, +oo| (en étudiant le signe de x* + 4x —5 )
Done f est définie dérivavle sur I =\, +oo| comme composée de deux fonctions dérivables

SMrI=]1,+oo[[XHX2+4X—55+X|—>\/Yj et on a pour tout x € |1, +o0[
F(x)= (\/xz +4x —6)

(x* +4x- 6)'

INXZ +4x -5

2X+ 4

) INX* +4x -5

_ X+2
VX5 +4x -5

Pone (Vx e N+o9) ; £(x) =

X+2
VX2 +4x -5
5) FlX)=3Yx® +26% =1 T =T+
On a x> +23x* =1> 0 pour tout x € |, +oo[ (en mettant x> +2x* =1 sous la forme .
X2+ 267 == =1+ 2x7 = (k =1) (K7 + 30 +1)+ 247 )
Done f est définie dérivavle sur I = \,+oo| comme composée de denx fonctions dérivables
sur T =1+ (x +> x> +2x* —AetX > X ) et on a pour +out x € |1, +oo[

F100 = (3 +34* =)
= ((}cg +2x% — 1);]
x (X% +2x" - 1)' x (k% +2x" - 1);_1

2

x (3% +Gx ) x (2% + 35> 1) 3

!

W= W=

X*+2x
%/()ﬁ +3x% =)

Done (Vx € o) ; £'(x) =

X5 4+2x
%/()ﬁ +23x% — 1)2
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¢) Flx)=3x"+x*+3 ;I =1R

f est définie sur IR car c’est le composé de la fonction x v~ x* + x> +3 et la fonction
x> X od X=x"+x*+2>0 NxeIR ;etclle est dérivable surTR comme
composée de deux fonctions dérivables surIR | et on a poar tout x € TR

r'(x)= (W)

( 4+x2+%);j

!

7\

x (x4 +x* + %)' x (X4 + X%+ %);_1
x(4x 420 ) (xF +x" + %)_j

A
4
A
4

_ 2X° +x
2‘\‘/()(4 + X%+ %)%

2X° +x
2‘{/()(4 rat+3)
7) £(x)=sin’(x* —x) ;T =1R
£ est définie sur IR car c’est le composé de la fonction X «— x> — x et la fonction

X &> sin’ X et elle est dérivable surIR comme composée de deux fonctions dérivables sur
IR et ona pour tout x € IR

F1lx) = (siv (6> = )
=3 (sin(x” - x))’ (sin>(x* = x))
=3(x” — k) xcos(x* — x) (s’ (x> - x))
=3(2x = 1) x cos(x* — x)sin*(x* — x)
B 3(2.x—1)sin” (2()(2 —~ x))
- 4

Done (Vx eTIR) ; £'(x) =

Pone (wx €TR) + 1) = 2(2.4 - 1)sm4(z(x - x))

8) F)=— (¥ +3f T =T

f est dérivable surT =\, +oo| comme produit de deax fonctions dérivables (x % car
X J—
1
X =1 ne sanmule pas sur I =1, +oo| etx > (xz + %)% car x> +3>0 sur T =1,+[ )
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1
et on a pour tout x € N, +oo| « £'(x) = (%1()(2 + %)3j

_ —%%‘/m?/(xz + %)2 + 265 (x—-1)
23(x” + %)2 (x 1)

3K H3) 2t -2

) 33(x* +3) (x-1)

2x% —5x*—-Qq

) 33(x* +2)" (r-1)°

2x% —5x* —@

23Y(x” + %)2 (x=1)"

Pone (Vx e |1, +00[) ; £'(x) =

EXERCICE 4

Flx)=x* s‘m(i) X #D
X
r(0)=0
1) WMontrer que  est dérivable en x, =0 et domer une interprétation géométrigue.

2) Montrer que  est dérivable sar TR , et caleulerf' (x) pour toutx € TR .
Correction

Soit fla fonction définie par

1) Calenlons lim
=0 X—D

Ona.lim f(X)_f(O) = [im

x—0 X—0 ¥—0 X
= lim x sin (1j
x—0 X
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Or pour toutx #0 ,;ona. —’lSSM(ijS’\:—XSXSM(ljSX
X X

D'od par encadrement on déauit gue : lim x sin (1j =D

x—0 X
Par suite lim f (X) ~f (O)

X—0 X—0
admet ane tangente horizontale aun point dabscisse O.

=0 , donc f est dérivable en x =0 et £'(0) =0 , la courbe de £

X
dAérivable sur |-oo0,0[ et sur |0;+00] ; de plus £ est dérivable en x =0 ; par suite fest

2) la fonction x > x* si (1J est dérivable sur |—oo;0[ et sur |0;+o0| , done £est

dérivable sur IR ; et ona: £'(x)= (XZ sim(in
X

, (o (3]
or()) (2 )7l

Done £'(x) = 2Xsim(1j+)(2 x_—zxcos(lj
X X X

=2x sm(lj —C0S (1j
X X
' (A1 1 :

F(x)=2x sm(—) —~ cos(—j sl X #0
X X

F'(0)=0

EXERCICE 5

Soit £ la fonction définie par . £(x)=x> —3x> +2x -2

1) Caleuler £'(x) poar toutx € IR .

2) Donner le +ableau de variation de f.
Correction

Do

1) Pour toutx € IR ;oma. f'(x)= (X3 —2x* +23x —2),
=2X" —x+3
=3(x* —2x+1)
=3(x-1)

Dod : ' (x) = 0 pour toutx € TR,
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2) Tableau de variation de .

X —00 400

F'(x) -

£(¥) /
EXERCICE ¢

Soit £ la fonction défmie par : £(x) =x +40-x
1) Péterminer le domaine de aéfinition de +.
Miam vy 4,3
2) WMontrer que : (VX S ]0;10[) (%) = (10— *) e
A45(x(10 - x))?
3) péterminer le signe de £'(x) suivant les valears de x .

4) En déduive une comparaison des nombres A =42 + 4o et B=42+47.
Correction

1) D ={keIR /x>0 et 10-x 20}
={xeIR/x20 et x <10}
=[0:10]

!

1
4

X x4 +%><(10—X)'><(10—X)

2 1 32
XX ¥ ——x(10—x) ~
4

Jao-xp -3
43/(x(10—x))
Pone . (VX € ]O;ﬂo[) cF(x) = m—f/)?
43/(x(10—x))
3) Le signe de f'(x) est celui de Jo—x? -4 ;ona:

www.guessmatis.co E-mail : abdclaligmcssommaquaiLoovn
whatsapp : 0174067130



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

o J(10—x)° —W203\4/(10—x)3 >4k
E) 3

= (10—x)* 2x*
—>10—-Xx2x
= 2X <10
=X <5
Dod £'(x)20 ; sur |0;5]

o J(10—x)° —f/xigso:\”'/(ﬂo—x)% <ix*
E) 3

= (A0—x)* < x*
=>10—-Xx<x
= 2x210
=
Dod £'(x) 20 ; sur[510]
4)ona .2 e|b;5]et?e|0;5] / de plus £ est croissante sur 10;5] ; dlors
2<3=£(2)<F(3)
=2 +10-2<>+310-2
— 42+ 4B <434
AXxe de symétrie — Centre de symétrie
Foint A'inflexion
(@ Axe de symétrie
La droite d'équation Y =a est un axe de symétrie de la courbe dune

fonction £ si et seulement si .
mVxel, alors (2a—x)el;
HVxelD f(2a-x)=F(x)

(@ CLeutre de symétrie

Le point I(a k) est un centre de symétrie de la courbe d'une fonction £ si
et seulement si :

B Vxel, alors (2a—x) el

N Vxel, F2a—-x)+f(lx)=b

@) Convexité et concavité — point d'inflexion

Lne courbe de fonction est convexe sur un \\
intervalle I si elle es+ au-dessus de |
toutes ses tangentes sur cet intervalle
SionafF"(x)=0 (VxeI)

Alors la courbe de £ est convexe sur I
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Une courbe de fonction est concave sur un
intervalle I si elle est aun-dessous de
toutes ses tangentes sur cet intervalle

Siona:f"(x)<0 (VxeI)
Alors la courbe de  es+ concave sur I

Un point I (x,;#(x)) est an point
Ad'inflexion si la conrbe change de
concavite en ce point

Concave Point d'inflexion

Si " s‘annule au point X, en changeant
de signe alors la courbe de f admet un

polnt d'inflexion d'abscissex, .
Convexe

Si " s’ annule an point X, sans changer
de signe alors la courbe de f admet un

point d'inflexion d'abscissex, .
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BRANCHES INFINIES ET INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES

H ol = g ﬁ i = ﬁ i = H
X0 X0 X
> J
< ' . X
_r_mm\@vl%n+£_uo g _—B\I&@uaﬁﬂe _BAlvuS __ano
X Xy oﬁ Xpr k X—0 X
ﬁ lim[ £ (x) I_MCL =b w ﬁ :3:Auw_lmin8 w
Xpu Xepx
. v
A C v admer Ah. v admel
[ !
Aﬁ.\ v i) (Cr) admer MMW WMM.:\M Une branche Une branche MMWV i
Une asymptote Une asymptote 1 arabolique raholique asymptote
horizontale oblique ﬁﬂwﬁ%ﬁ«ﬂ.ﬂ ire M«. &EQW@: mM %.s..mg i.a.n&m
sl [ B [ [Pt MO [
voisinage de = voisinage de = We M.MQMM oo §.~.2.§.wm, de voisinage de
x %

\&
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La fonction réciprogue

N Propricté
Si £ est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors f admet une fonction réciprogue définie sar lintervalle J = £(1)

Cette fonction est notée : £ i x = £ (x)

B Eésultats
o {f()c)=v { i y)=x
=
xel yeJ =F(T)

°VxeI (Flof)x)=x
? WyeflZ) (Fof )=y

B Diterminer 'expression de la fonction inverse

Soit £ une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Soit x un élément de £ (1) ety un élément de T

En utilisant l‘quivalence : £\ (y)=x < £(x) =y , en cherchons y en fonction de X jon
dédunit lexpression de £~ poar tout x de £ (I)

B Continuité de la fonction réciprogue

Si £ est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors la fonction réciproquet ™ est continue sur lintervalle £ (1)

W Dérivée de la fonction réciprogue
Soit £ une fonction strictement monotone sur un intervalle I ; done elle admet une
fonction réciprogue définie sar lintervalle J = £ (L) ; etona:

(Vxed)  Fof ' (x)=x
pod: (Veed) ;(F71) (x)xF (£ (x)) =1
Done si(Vx e T), £ (F (¥)) 0 ; alors £ est dévivable sur T et (Vx e T)

W
A0

Etsienx e T F(F(x))#0 ,alors £ est dérivable en x, et (£ )’ (%)= S —
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B DErivabili+€ de la fonction réciprogue

Solit ¥ une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors la fonction réciproque t7*a le méme sens de variation surt (1) gue £
m Représentation graphigne de la fonction réciprogue

Soit £ une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I ; les courbes de
la fonction £ et de sa réciproque § = dans un repére orthonormé sont symétrigues par
vapport 4 la 1ére bissectrice.

Exemple .
Soir £ la fonction définie sur IR " par : £ (x) = x*

On sait que £ admet une fonction réciprogue £
définie sar IR " par . £ (x) = Jx |
£+ £/(0) = 2 dowe £(N) = 24 A
Alors f’(\/;) # 0 pour tout x € IR™

Far suite £ est dérivable sar TR™ et on a (VX S IP“) ; (7”‘1 )' (x)=

Et on retrouve la formule de dérivation pour tout x € IR : (\/; ) _

B Propriétés et définition
La fonction : x v X" définie sur \R* admet une fonction réciprogue qu'on appelle fonction
racine niéme ; on la note : 4/;

IR > IR
Jx
x = 4x

Vi) eIR®  dx=yox=y

B Cas particuliers

o Jx =xlx

° e nombre x sappelle la racine cabigue de x.
B FPropriétés

V(xy)e IR*  VueIN' Vixy)e IR*  Vm)e(zn')
VX' =x @XW=\/”XX‘/
(W) =x (/)" =¥

e =4ly = x=y I S
N W Y

i =l

o
%
%
0
>~
%
<
®E
S.
-
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B Egall+és importantes

o

J_+fﬁ4[_ '7?T>

B Domaine de définition

£ définie comme suit DPomaine de définition de ¥
Flx)=4x D = [0+
£(x) = 4fu(x) D.={xeIR[xeD, et ulx)=0}
m_Les mites
fi i ()
I+2 OCO) ‘ 7
+ o0

Ces limites restent valables en Xy 4 droite ou 4 gauche et en 40
& Continuité

La fonction x v« ix est continue sur TR*

Soit u une fonction définie sur l'intervalle T
Si u est positive et continue sur lintervalle I Alors la fonction x +— W
Est continue sar l'intervalle I.
u Dérivavbili+é
La fonction x > Ux est dérivable sur lintervalle |o;+00[ et ona
Vx € ]0;+o (4/;), =— 1%—1
uil X
Soit u une fonction définie sar lintervalle T
Si u est positive et dérivable sur lintervalle I Alors la fonction x — W
est derivavle sur lintervalle I,

et ona: Ve |0+ (W)' _

(ux))

nif(a(x))”
w Eesolution de [eguation [ X" =a  (xeIR) et (a€IR) ]|
n est impair n est pair
a>0 5:{4/2} 5:{—4/2;4/2}
a0 =0} =0}
a<0 5:{_M|ﬂ|} S=0
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B Puissavce rationmelles d'un réel positif

Soit r = S an nombre rationnel non nul tel gue : p € 7. etq € N°

P
Vx elo;+oo[ x" = x7 =3x”
& Eemarqgues importantes

1
o Vxeloj+oo[ Xx=ux"
o Le domaine de définition de la fouction :x > (u(x))  (re®’) est:
P={xeIR|xeD et ulx)=0}

’ 1
o (gfulx)) =nx(alx)) x(alx))"
Pour tous x et y de \R: et | ; r' de @

. (Xr)f’ — err’ . Xr XX/”’ :Xr+r' . (XXL/)r :Xr Xl/f
r r r
[ ] £ :X— .X,:Xf_r' .i,:X_F'
y L/r Xr Xr

4. comment interpréter graphiguement ane limite

Meéthode
Ou l'interpréete en termes d'asymptote

mSilimf(x)=20 ou aeIR ,alors on conclut que : & admet une

A=A

asymptote verticale d'équation x = a
mSilimF(x)=b,0u belIR ,alors on conclut que : & admet nne

X—rix

asymptote horizontale d'équation y = & an voisinage de Fo.
m Silim f(x)-y=0 lim £(x)-y=0avec y=ax+b& , alors G admet e

asqymptote obligue d'équation v = ax + & aun Voisivage de Foo.

Exemple
Calealer les limites suivantes et donmez-en une interprétation graphigue:
2
>2 24X
_ —4x"+5
v)m ————
jH—w —+5x —x*
2
¢) lim £(x)+(4x+1) od 75()c)=—4x;fqz)(+6 .
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Solution

2
a) Pour lim Ll
2" 2 +X
Ona m x+5—x*> == (car le polynome x+5-x? est continue en -2,).

X—>=2"

£t lim 2+x=0 (carx <=2 ).

X—=>=2"

2
Done en appliquant les régles de quotient des limites ; on obtient . lim X;L = +o0
X—>-2" + X
Luterprétation géométrigue :
G admet —o la droite d'équation x =—=2. comme asymptote verticale.
A2
b) Pour lim —E*5
ko0 A+ 5X — X
A 2 1\ 2
En utilise la régle an plus haut degré ; on obtient : lim _TAXTHS 4): 4

x>0 A +5X — x5 xome —x

ZLuterprétation géometrigue .
G admet au volsinage de—o la droite d'équation y = & comme asymptote
horizontale.

2
¢) i £(x)+(dx+1) od £(x)=- T FI*5
X—>+0 X+ 2
pour caleuler cette limite il suffit de trouver une expression simplifier de
2
lim £ (x)+(4x+1)= lim —w+(4x+1)
X—>+o0 X—>+00 X+ 2
2
On peut d'avord montrer gue : £(x)= —4X+—q2“5 =—(4x+1)- iz par ane division
X+ X+
euclidienne de Ax* +Aax +5 par x+2. ,; on obtient .
2
f(x)+(4x+1)=——4)( RN =(4x+1)—(4x+1)- 2 2 et im-—2 =0
X+2 X+2 X+2 o x4

Done : lim £(x)+(4x+1)=0.

Luterprétation géométrigue :
G admet une asymptote obligue d équation y =—(4x +1) au voisinage de+o

5. Comment montrer que la courbe représentative dune fonction £ admet une
asymptote verticale

Méthode
Ow choisit uve valeur nterdite ae IR de £ (cad uve valeur ont £ west pas
définie) et on caleule lim f(x) pour trouver +o on —.

Dans la plus part des cas cette limite se caleulera a droite et a gauche de a .
Ow conclut due la droite d'equation x=a est une asymptote verticale ac, |
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Exemple
2 —
Soit la fonction £ definie sur -0, 4] O J&;+oo| par: f(x)= X:—XG
—X
Woutrer gque { admet une une asymptote verticale dont on précisera une éequation.
Solution

Comme 4 annule le denominatear de t(X), on n'hésite pas : on caleale lim #(x)
On 4. imx*+x-6=14 cHim 4-x=0 . Donc lim f (x) =10 (celon s/ cette limite est 4

X—4 x—4

droite ou 4 ganche de 4.

Luterprétation géométrigue :

Des deux deniers résultats, on déauit que la droite dequation X = 4 est asymptote
verticale 4 la courbe représentative de la fonction £

G. Comment montrer gue la courbe représentative dune fonction £ admet une
asymptote horizontale

Méthode
On caleule lim f(x) on lim f(x) pour trouver m réel b.

On conclut alors gue la droite équation y=b est une asymptote horizontale a
C, an voisivage de —=o ou an Voisinage de +o.

Txemple
Solt fix— ZJL définie sur TR,
X +7

Woutrer gue C, la courbe représentative de £, admet en —wo une asymptote dont on
préecisera une. équation.

Solution
En utilise la régle du plus haut degré ; on obtient .

fim £ (x)= fim 222X X _ 1

X—>—00 X—>—o0 3)( +7 x—>—oo 3§\ 3

On peut done conclure gue C, admet une asymptote verticale en —o déquation y = —%

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessonmaddgmail.com
whatsapp : 0117467156



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

7. Comment montrer gue la courbe représentative dune fonction £ admet une
asymptote obligue

Méthode 2. (om vous demande d’étudier les branches infinies de la courbe
de £ aunx voisinage de +x )
Ow trouve lim f(x)=c.

Ow caleule  lim f(x)

Xeptw x
o tim L)

x=te y

; On A trois cas possibles

=0 ; alors (Q)adwm— une branche paraboligue de direction
l'axe des abscisses aux voisinage de to )

o tim 7% - 1o ; alors (¢ ) admet mne bravche parabolique de direction

X—im X
I'axe des ordonvées anx Voisinage de +oo )
S(x) _

® lim =a#0; alors on calcule lim f(x)—ax; on a deux cas possibles :
X=p

X—pim X

~ lim f(x)-ax=1=; alors (& ) admet une branche parabolique de

x—ie

directiov la droite d'équation y = ax aux voisinage de +oo )
~ lim f(x)-ax=beR; alors (Q)MW\@Jr wie asymptote oblique

A'équation y=ax+b aux Voisinage de +oo.,

Méthode 2. (om vous downe une droite et on nous demande de wmontrer gque
cette droite est une asymptote a la courbe de f aux voisinage de +oo )
Ov +rouve lim £ (x) = .

X—tw
Ov montre dque lim £(x)—y=0 ou lim £(x)—y=0 avec y=ax+b
X=p—c0 Xyt
Ow conclnt alors que la droite d'équation y = ax + b est asymptote oblique o &
aun Voisiiage de +» o an Voisinage de —o.
A

EXemple
Soit fla fonction définie sar TR — {1} par . £ (x)

_2x7—bx+5
X =1

a) Péterminer les réels a,; b et ¢ tels que £(x)=ax+ b+ <
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b) En déduire que la courbe représentative ¢ de f admet une asymptote obligue dont
on préecisera une équation.

Solution

2) Pour toutx =1, ona: ax +b+—2 :ﬂX(X—1)+b1(X_1)+5
X — X —

_a +(b-a)x+(c-b)

- -

En identifiant les deux expressions on obtient X b —a=—6 =>3b =-4
c—b=5 ¢ =1
1 . 1
¢ f(X)=2x—4+—— ,;dod.: f(x)-(2x-4)=—
Pone f(x)=2x toy /A0 (x)—(2x—4) 1

tt comme lim i:0 ; alors lim f(x)—(2x-4)=0

x>t X —1 X—>+00

On conclut que C, admet la droite(A) d'équation y=2x—-4 comme asymptote obligue
au Voisinage de o .

8. Comment Etudier sur lintervalle I la position relative de Cr et dune droite D qui lni
est asymptote

Méthode
Ow caleule £ (x) =y ; ol y = ax + & est une équation de la droite D.

Ow étudie ensuite le signe de £ (x)—y sur Intervalle T (a l'aide d'uw
tablean de signe)
Ov conclut gque C, est an-dessus de D sur Tutervalle T si £(x)—y =D et que

(¢ )est an-dessous de D sur l'intervalle T si £ (x)—y <0

- - ~—

Exemple
Dans lexemple précédent, étudier les positions relatives de (G ) et de la droite D

Adequation y =2.x — 4

Solution

On a montré gue pour x =4, £ (x)—(2x —4) %

X —

Etudlons le signe de £ (x)—y avec x 1 : £ (x)—y est du signe de x —1
Or x—=1>0 pour x >1 et x —1<0 pour x <1

On peut donc dire que :
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sur [+ £ (X)—y >0

Ce qui signifie que sur lintervalle |, +oo ; (C.) est au-dessus de P.

Et sur -1 ; f(x)-y<0

Ce qui signifie que sur lintervallel—oA[ ; (&) est an-dessous de P,
Série d'exercices corvigés étude de fouction

Exercice 1.

Soitt la fonction définie sur [0,+%[ par :f(x)=3/x+1-x
3) a- calealer lim f (x)

X—>+00

b- donner le +ableau de variation de £
2) montrer qu'll existe un seul réel a de 12,3 tel que f(a)=a
3) a) Montrer quet admet une fonction réciprogue t = définie sur an intervalle 3 4
déterminer.
b) Etudier la dérivabili+€ de £ surd .
B Ao®
C9-4a?

¢) montrer que : (£7)'(a)
Exercice 2 .
Soitt une fonction continue sur an intervalle|a,bl et dérivable surla,b| telle que :
(vxelab[): f'(x)=0
Wontrer que 'égquation f (x) = 0 admet au plus une solution dans)a,b| .

Exercice 3.
On consldere une fonction  déerivakle sar [0,1] telle que . £(0)=f (0)=0e#f(1)=0.
_f(x) .
Solt Q la fonction définie sar [0,1] par . g(x)= Ty st x#0
9(0)=0

1) Montrer queq est continue sur [0,1]

2) a- Mountrer qu'il existe un réel ¢ de 10,1 +el que cf '(c) - f(c)=0.
b- On aésigne par(c) la coarbe représentative det dans an repéere orthogonal.
Wontrer que (C) posséde an moins ane tangente passant par lorigine du repere,
Exercice 4.

On considere une fonction t dérivable sur [0,1] et positive strictement sur]0,1] e+ f(0) =0
27'(¢) f'(1-¢)
Wontrer gue : (d¢ € (0,1 ) ; =
e Bee b Ty RS

CORRECTION
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On consldére une fonction £ dérivavle sur [01] et positive sur 101 e+ f(0)=0
21°(¢) _f"(1-¢)

) F(1-2)
1) 27 ()< F (1=¢)=F ()< F"(1=¢) =0

Wontrons que : (3¢ e ]0;1[) ;

Cad : (EI& e ] ;

On pose : 9(x)= 1*(x > < )

Ona:80)= (0«11

B g(1)= 1 (1)1 (0)=0

Pone : 9(1)=9(0)=0

f est continue sur{0;1] et £ 2 est continue sur{ol]

La fonction h:xws1-x est dérivable sur [01]

n({o]) < [or]

Alors foh est dérivable sur [0:1]

Et par conséquent g est dérivable sur [0;1]

Done : g est continue sur{0;A] et dérivable sur|D;A[ alors d'aprés le théoréme de Rolle :

(3celo)/9'(¢) =

ona:(vxelo)

g'(x)=2f(x)f'(x)f(1-x)-f*(x)
x)[2F(x) f (1-x)-f

Dod : g(c)=0e f(c)[2f'(c)f

< 2f'(c)

f'(1-x)
(x) F'(1-x)]
(L-c)-F(c) f'(1-c)]=0

f(1-c)-f(c)f'(1-c)=0 (car f (c)>0)
'(1=¢)

(1-c)

Dowe (3¢ |0:4])/ (i)) ff
EXERCICE 5

Soit £ la fonction définie sur \R* par: f(x)=sinx—x*

1) Wontrer gue éguation f(x) =0 admet au moins une solution ¢ dans }Z %[

2) en déduire que l‘équation cosx—2x=0 admet au moins une solution dans ITR.

CORRECTION
1) (vxeIR): f (x)=sinx—x’

Les fonctions X sinx et x> —x* sout continues sur IR, et en particalier sur F;E}
4’2

r J2 AP 8ﬁ—n2
lors f est continue SM/”|:— —} et ona. f( j —_
7 f 4 2 4 2 16 16
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_ 2
Powéf(4j>0(7z ~9,8¢et8/2 = 113) f(zjzl—ﬂ—=4 id

Done f(2j<0 ﬂ/OFSf(AJ f(gjw

£t daprés le théoréme des valears Tntermédiaires : [Hc e }Z ZD 1f(c)=0

Done : ['equation t(x)=0admet au moins une solution ¢ dans }% ; %{

Les fonctions x> sinx et x> —x2 sont continues et dévivables sur IR, done F est continue
et dérivavle sur TR,

D'ovt :  est continue sur [0;c] et dérivable sur 0ic[ .

De plus 1(0)=1(c)=0

Done d'apreés le théoréme de Rolle (3a €10;c[): '(c)=0

Dod : (3a e]0;c[):cosc—2c=0

Alors I'égquation cosx—2x=0 admet au moins une solution dans IR,

EXERCICE ¢
soitt la fonction définie sur [%%} par:

f(x):%—sinx.

1) WMontrer que I'éguation f(x)=x admet une unigue solution a J/MMS}% : %{ :
P . VA \/§
2) En déaunire que  pour toutx de ' 1f(x)—a|< 7|x —q

CORRECTION
1) Soit 9(x)=f(x)-

Les fonctions et X —x sont continues et dérivables sur [% %}

s . VA
done g est continue sur { 5 2} et dérivable sur }E’E[ .

Et pour foutxe }% , %{ ,ona:

9'(x)=f'(x)-1=—cosx—1

Dod ¢ g'(x)=—(1+cosx)

cosx>-1 , donc 1+cosx>0

DPou : 9'(x)<0

Alors g est strictement décroissante sur
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V4 T\ w_7w 1
{6 2} e plts g( j (6) 673 2

7z>— /i/0M£>—, Aod g(—j>0
2 3 2 6

g(%} f(gj—%—l, alors : g(%)<o
Do g( ) g( j<o

Et+ daprés le théoréme des valears intermédiaires [équation 9(X)=0 admet une unigue

solution a dans }%%{ dod : [€quation T (X)=x admet une unigue solution a dans }% %[

2) On a £ est continue et dérivable sur [E E} et pour tout X e }%%[ ; f'(x)=—cosx

T, T T
T ox< E &t X COSX est décroissante sur | —i— |, done cosE <CosSX < cosg

6 6’ 2
Pod : OSCOSX§§
Alors —@3 f'(x)<0
3
< —

Done | f'(x)| < >
On 4 alors .  est continue et dérivable sur [E %}
Ef(VXeF;ZD, f’(X)|s£

6 2 2

¢ > T 2 \/é

Done d'apres linégalité des accroissements finis | ¥ (x;y) e 55 | (x)- f (y)|£7|x—y|

£t comme f(a)=a 57‘046{% %}

Alors (VXE{%;%}JZ“ (x)—f (a)| £§|x—a|
Pod [We{%;%D:h(x)—f(a)|§§|x—a|
EXERCICE 7

Soitt et Q deux fonctions continues sur an

Iutervalle [a,b] et dérivables sur |a,b] telle que : (vxela,bl): g'(x)=0

1) WMontrer que . g(a) = g(b)

F()-F(a)_F(0)

9(#)=9(a) 7'(¢)
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3) On suppose que . f(a)= g(a)=0

Wountrer que : lim T _ im fI'(X)
o2 g(x) o gi(x)

T
) Arctanx - tan X — x
4) En dédunire : im 3
x>\3" X — \/§ x20" X

CORRECTION
1) WMontrons que g(a)=g(b)

Par [absarde, supposons que 9(a)=g(b)

Et comme g est continue sur [ab) et dérivable surlab|, alors dapres le théoréme de
Rolle : 3¢ € |a; b /9'(¢) =0

ce qui contredit le fait gue Vx e la;b[:g'(x)#0

Done : g(a)=g(b)

F0)-F(a) _£'(c)

9(p)=9(a) 9'(¢)

Consldérons la fonction h définie sar [a;b] par : h(t)=(f(b)-f(a))g(t)-(g(b)-g(a)) f (t)

On a . fet g sont continues sur [ab] et dérivables sur 1ab| .

2) Montrons que 3¢ € la; b| -

Alors h est continue sur [a;b] et dérivable sur Jab[ .
Etona: h(a)=(f(b)-f(a))g(a)-(g(b)-9(a))f(a)
= f(b)g(a)-f(a)g(b)
E7 h(b)=(f(b)-f(a))g(b)-(g(b)-g(2))f (b)
=-f(a)g(b)+g(a)f (b)
Done . h(a)=h(b)
Et daprés le théoréme de Rolle, on a : 3¢ € |a,b[ /W' (¢) =0
poddeelab] ; (F(£)~F(a)xg'(c)=(9(F)-g(a))xF'(c) =0
£+ comme g(a)=g(b)et 9'(c)=0
f(o)-f(a) _1'(¢)
9(b)-9(a) 4(¢)
3) On suppose que f(a)=g(a)=0
(%)

Alors :

Wontrons que tim - _ jim -
x—a* g(x) x—a* g (X)

Dapreés la question (2), ona . Ac € la; b : =

£+ commef (a)=g(a)=0, alors :

f(b) f'(c)

dcelab[: —= 7(0)

g(b
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Soitxelab, alors £ et g sont continues sur [a;x] et dérivables sar 1a;x|
£+ Vtela;x[:g'(t)=0

Lone dc, e]a, x[; f (X) — f’(CX)

g(x) 9'(c,)
a<c, <X, donc guandx—a', on 4 .c,—>a", alors :
f(x) f'(c,)

lim——== lim
x—a" g(x) cy—a’ 9'(Cx)

Done : im0 _ ji )
x—a" g(X) x—a* g (X)
Arctanx—f

4) e Calculons lim ——— 3
j X—I>I:/n§+ x—+/3

Soient f(x):arctanx—% et g(x):x—\@

1

On a f et g sont continues et derivables sur TR, pour tout xe IR 1 f'(x)= Tox
+

£+ 9'(X)=1 donc. (¥xelR) :¢'(x)#0
Etona f(3)=g(+3)=0

Alors lim M: lim M
V3 g(X) xoE g'(X)

T
arctan x ——
Do+ lim —— 3~ lim _3
x\3" X— \/é x>3 1+ X2 4
. tanx—x
o Calculons lim ————
x—0" X

Soient f(x)=tanx—x et g(x)=x°

On a f et g sont continues et dérivables SM/”}—%;%[ , done £ et g sont continues sur
T . T T ’ 2 2 2

|:O,Z:| et derivables sur }O,Z[ et VXe }O;Z|:; f (X) =tan° x e+g (X):3X )

done NIX e}o;%[; g9'(x)=0

etona. t(0)=9(0)=0, glbrs .'Iimw=limw
=0 g(x) =0 g'(x)
2
Diodt ¢ lim BETX _ jjy DX
x—0" X x—0"  3X
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. 1(tanxj2
=limz| —| =
x—>0" 3 X

Wl

EXERCICE &
f(0)=0

Soit £ une fonction deux fois dérivables sur TR telles que . a
(3a>0): f'(ij £/(a)<0
Wontrer que : (3a €]0;+e]): f"(a)=0
CORRECTION
On a ¥ est deux fois dérivables sur TR, done ' est dérivable sur TR, d'oa t' est continue

Etona. f’[g) f'(a)<0

Alors, dapres le théoréme des valears intermédiaires . (Hc € E;aD: f'(c)=0

On a alors : f'(c)=0et+ £'(0)=0

Done ;. £'(0)=f'(c)

Et comme t' est continue sur [0;c| et dérivable sur ]0,¢]

Alors, daprés le théoréme de Rolle (3a <10;¢]) (1) (a)=0

DPou : (Ela € ]O; +oo[): f”(a) =0

EXERCICE 4

Soit £ une fonction deux fois dévivable sur [a;b] (a<b) telles que . f(a)=f (b)=0et soit
X, € Ja;b[

Wontrer que : 3ce Jab] /f7(c)= 21 (%)

(% —a)(x, —b)

CORRECTION
Soit X, € Ja;b]
Wontrons que : 3c€labl: £"(c)= 21 (%)
(% —2a)(x~b)

On considére la fonction g définie sur [a;b]

Par: g(t)= f(t)_%(t-a)(t-b)
On 4 :9(a)= 1 (a)-——)_0_t(a)

(% —2a)(%—b)
£+ g(b)= f (b)
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Alors g(a)=9(%)=0

Et on a f et t (t=a)(t=b) sont continues sar [a;b] et dérivables sar |a;b|

Alors g est continue sur [a;b] et dérivable sarlab| , ainsi g est continue sur [& %]
Et sur{x;b], et g est dérivable sur | x| et sur 1%,;b]

Dapres le théoreme de Rolle (Ia €)a;xy[):9'(a)=0 e+ (3B € ]x;b[):9'(8)=0

DPone : 9'(a)=9'(B)

Et comme §' est continue sar [a; B

Et dérivable sar |a; B

Alors daprés le +héoréme de Rolle : (3¢ € e )/ (9'(¢)) =0
Pod.:(Icela; ) 9"(¢)=0
ETUDE DE FONCTTON

EXERCICE 1
Soit f la fonction définie sur R par :f(x) =1+

X
J1+x2

On désigne par(C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.
1

]

1) a) Wontrer gue pour tout xe R, f'(x) =

b) Dresser le tableaun de variation de f.

2) a) WMontrer gque £ réalise une bijection de TR vers an intervalle I que 'on
dAéterminera.
b) Expliciter t(x) pour tout xeR .
3) Montrer que le point A(D,1) est un point d'inflexion de (C)
4) Déterminer une équation cartésienne de la tangente T 4 (C) en A.

5) a) €n atilisant le théoréme des inégali+és des accroissements finis, Prouver que pour
tout x €[04 on g (X)-1<x.
b) Déduire la position relative de (C) et T.
&) Tracer la courbe(C) et la courbe(C') de t ™ dans le méme repére(0,i, j).

CORRECTION

f(x)=1+ X

V1+x2
V1+ X2 —xx \/2)(72
1) a) £ est dérivable sur TR ; et pour tout xelR ; f'(x)= 241+ x

()
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(Vo]
_

(e

b) (VxelR) t'(X)>0 alors f est strictement croissante sur IR
lim f(x)=2  lim f(x)=0

X—>+00 X—>—0

Pone . (¥xelIR) f'(x)=

* — +a

Fix) +

i 2
Fx) /
0

2) a) x> 1+ X% est une fonction continue et strictement positive sur IR ; donc

1
N1+ X3
IR et strictement croissante sur TR,

Done .  est bjective de TR vers f(IR)=]0;2]

b) Pour tout xe|0,2] et tout y dans IR, ona.: 17 (x)=y < x=f(y)

X > est continue sur IR et X X continue sur TR, dlors £ est continue sur

y

J1+y?

=S X=1+

Ona,;,0<x<2 done2x—x*>0
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gr—J___x1
J1+y?

Donc .y et (x=1) ont le méme signe

x4

DPod: fH(x)=yely|=

5
Done : f”(x):—ngXx(x2+1)2

—-3X

X% +1

Done : le signe de 1" (x) est celui de (-x)

X ' [] +&

f"l:x +

| =
|

£ s anmule et change de signe en 0 ; d'od (C) admet un point d'inflexion A(0;1)
4) L'équation de la tangente en A est . (T):y=1'(0)xx+f(0)
=x+1
5) a) Soit xe[0;+o0]
® Six=0 f(0)-1=0
Alors linégalite est verifice
® Soit x>0
On a fest coutinue sur IR en particulier sur [0,X]| et £ est dérivable sur [0;x|
E+ (vte[ox]) [f(t)<1
Dapres linégalité des accroissements finis
| (x)—f(0)<x
X

V1+x?

£t comme f(x)-1= >0

Alors « f(x)-1<x

b) (vxe[0;+0o[) f(x)<x+1

Alors (Cy ) est au —dessous de (T) sur [0;+o0]
Soit x e |-0;0] f(-x)<-x+1 (car -x=0)
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Donc: 1-—2 <—x+1
V1+x?
Alors : X _>x

Dod: f(x)2x+1
Alors (C, ) est an-dessus de (T ) sur ]-o;0]
¢) lim f(x)=2 et lim f(x)=0
Alors (C,) admet deux asymptotes horizontales d'équations y=2 au voisinage de +o et

y=0 au Volsinage de —o
Construction de(C,) et de (Cf,l)

-6 -4

-2

EXERCICE 2
Soit £ la fonction définie par . f(x) =Vx+y1+x2 .
On désigne par (C, ) sa courbe représentative dans an repére orthionorme.

1) a- Montrer que le domaine de définition de f est R,
b- Cﬁ/m/erxliﬂ f(x) & lim £ (x)

¢-Déterminer les branches infinies de (C )

2) a- WMontrer gue la fonction £ est dérivable sur R et que pour foutx R |
: f(x)
f(x) =
241+ x*

b- En déauire le +ableau de variation de f
3 ) a- Montrer que pour toutx eR f"(x) = f ) (\/1 X —2x)

2(L+x)

b- En dédnire la concavite de (C,) et déterminer son point dinflexion.

4) Montrer que I'équation f(X) =X admet une unigue solutiona dans [1,+0| et que .
2<a<3
5) Tracer la courbe (C,).
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@) a- Montrer que § réalise une bjjection de R vers un intervalle I 4 déterminer.
b- Expliciter f7(X) poar tout xe R .

7) Tracer la courbe de t*dans le méme repére (O,T, ])

8) Soit ¢ la fonction définie SM{O,gi par :p(x) = oo+ (5) _AX

2 2 8
e =0
O A est le nombre réel +el que ?| 73 |~
a-Wontrer que . Lﬂa € }O, gD cfl@)-f {%j = %

b- Montrer gue : (Hb c E,aD ;A= f"(b)
CORRECTION

f(X)=Vx++1+x*
1) a) xeD, < x+yJ1+x* >0
® Si x>0 dlors Xx+V1+x* >0

® Si x<P dlors x+~1+x° :\/_;2>0 (car =x>0 et N1+x* >0 )
1+x° =X

Douc : D, = IR
) e) lim f(x)=+w

X—>+00

. . 1
o) lim f(x)=Ilim ———
X—>—0 ( ) X—>—0 [1+ X2 —X

¢) on lim £()=0 , done (Cy) admet une asymptote horizontale d'équation y=0 au

=0 (zar limy1+x* =+ )

voisinage de —o
On a lim f(x)=+0

X—>+00

£ tim %) _ jim [—MJ

X—=+0 X X—>+0

Done : (C, ) admet une branche paraboligue de direction laxe des abscisses au
Volsinage de +»
2) a) xes 1+ X% est dérivable et strictement positive sur TR done : X1+ x> est

dérivable sur TR et X X dérivable sur TR
Done £ est dérivable sur TR,
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(vxeIR) f’(x):(m)’

]
_2\/x+\/1+7

2X
21+ %2
2\/x+\/1+7
X414 X"
2\/1+7><\/x+\/1+7

- fF(x) >0 (carvu>0:
241+ x?

DPone ¥ est strictement croissante sur TR

1+

Vu )

LN
=

bt - +X

FMEY] +

F [ x) /
0

3) a) Poar toutxe IR ,ona.: f'(x)=

done

Pod :

ET+ comme > (fl (X)z) >0alors le signe de 1"(x) est celui de (\/1+ x? —2x)
+ X

¢ Six<01+x* —2x>0 aglors f"(x)>0

1+ x% —4x*

V1+ X% +2x
s

- J1+ X2 +2x

eSix>0 V1+x* —2x=
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Donc le signe de £(x) est celui de (1-x/3) sar [0+

Pod :
X - = +00
J3
f ”(X) + :0 3
Concavi (C. Vst

+€ de [ C. |est CONCave
(C ) COMNVEXE

f :

£ s annule en— ey changeant de signe done A(%;%j est un point d'inflexion de. la
3

V3
courbe(Cy ).
4) Soit g(x)=f(x)-x
On a f est dérivable sur TR done continue sur IR et x> =X continue sur TR
Done g est continme et dérivable sur IR en particalier sarlL+o], et on a:
(Vx elL +oo[) g'(x)=f'(x)-1
Done (Vxe[L+[) g"(x)=f"(x)<0
Dol est strictement décroissante sar [1;+oo] .
Done : (¥x21) g'(x)<g'(1)
Pod(vx=1) ¢'(x)< f'(1)-1
Ona: b )=% fr()-1- 0
J2-7

= f'(1)-1= <0

22(\L+2 +2:2)

Done ((Vx21) g'(x)<0
Alors g est strictement décroissante sur |1+

Dou : g est bjjective de |1+ versg([L+o)= Jlml g(x);g(l)}
=:|—oo; 1+\/§—1j|
f(x)
(car lim g(x) = lim x( 1))

Et comme 0 e }—oo; 1++/2 —1}

Alors ‘équation 9(x)=0 cad f(x)=

Admet une solution unigue o dans|l+o|
On a g(2)g(3)<0 et g est continue sur[2;3]
Done d'aprés le TV ona:2<a<3

5) Construction de (Cy)
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@) (pour tout x € J0;+o0[) &7 (pour tout y € IR)
fH(x)=yex=1(y)
=S y+\/1+7:x2
Sl+y? =x*-y

< 1+y? :(x2 —y)2

Y= 2x°
_ x* -1
Pone : (vxelose]) £2(x)= 2
7) (Cf_l) et (Cf ) sont symétrigues par rapport 4 la droite (A):y =x

&) a) ¢ est continue sur {0;?} et dérivavle sur }O;g{ et p(0)= qo{ﬁ] ;

3
v \ s \ . \/é !
done d'apres le théoreme de Rolle . Fae |0; 51 (a)=0

ona . w%o;?{ ()= 2 f’(x)—% f'(l)_ﬁx

2 2) 4
1 1..(a) A
¢ ¢'(a)=0==f"(a)-=f'| = |-—a=0
Done ¢'(a) <5 (a) > (2) ks
@f’(a)—f'(gj:éa
2) 2

b) fest dérivable sur TR et £'(x) = f) done ' est dérivable sur TR.

24/1+ X2

Alors t' est continue sur B ; a}
E+ dérivable SWE ; a[ .

Daprés le T.;Q.F.'Elbe}g;a[/ f'(a)- f'(%)z(a—g) £"(b)
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f"(b)
Alors . Hbe}%;a[/Az f"(b) (car a=0)
EXERCICE 3

Lone Hbe}g;a{—Aa:
2 2

N | o

2
Soit fla fonction définie sur 10,40 par :f(x)= (1—3 arctan x

X—>+00

b) Déduire les branches infinies de (C )
2) En utilisant le théoréme des accroissements finls, montrer que .

1) a) Caleuler Iirgl f(x) e lim f(x)

Yx >0,

> <arctanx < x
1+ X

2

3) Montrer queN'x > D f’(x)zw arctan x— ——— 4~
X 2(1+x%)  2(1+%°)

4) Dresser le tableau de variation de .
5) Construire (C,) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (o;T;])

CORRECTION

1) a) lim f(X)=+oo et lim f(x)zf

x—0" X—>+0

2
b)e) Ona:lim f(x)= % done (C, ) admet ane asymptote horizontale d'équation

X—>+00
T ..
y = > au Voisinage dae +»

*) Ona:lim f (X) =40, douc(C, ) admet l'axe des ordonmées comme asymptote
verticale
2) Soit x>0
On pose : p(t)=arctant
On a ¢ est continue et dérivable sur TR,
Done ¢ est dérivable sur (0;+0] et continue sur [0;X] et daprés le +théoréme des
accrolssements finis
(Fce]0:x[)/ o(x)—9(0)=(x-0)¢'(c)

Cest-a-dire : (Ec elo; x[) s arctan x =

1+c¢?

Or:0<c<x=0<c?<x?
=1<l+c?<1+x?

X
<

= 2 2
1+x° 1+c

<X

Dod :|(vx>0) ~ <arctan x < x

1+x
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, 2(, 1 1V( 1
3) Pour tout x>0 . f'(x)=—|1-= |arctan X +| 1-= >
X X X)) \1+X
2
zz(xs_l)arctanxwtx(le) ( L Zj
X X 1+x
=2(X3_1) arctanx+| <=4
X 2(1+x2)
:2(x3—1) arctan x— —— <
X 2(14%)  2(1+x°)

Done : (Vx e 0;+00]) /'f’(X)=¥[ar°ta” = 2(11(2) " 2(1X+2x2)]

X X X X
Et+daprés 2) on a . (¥x>0 <arctan x < x Ponc : (Vx> 0) arctan x > >
P J ( ) 14 X2 ( ) 1+ %2 2(1+x2)

lors (Vx> 0) arctan X———— 0
& (vx>0) 2(1+x2)>

X2

X
Povic arctan X — 2(1+x2)+ 2(1+x2) >0

D'od le signe de t'(x) est celui de (x=1) sar |0;+o
Tablean de variation de £ :
X 0 1 %

(x) - ¢ +
-t E
fix) \ / 2
0
5) Construction de (Cy)
%)

jman|
et

Probléme 1

1ere partie .

Soit g la fonction numérique définie surl—oo,—A| O [1;+oo] par :g(x) =2 — x* o
1- Vérifier que :x° —x* =4 = (x> =2)(x* +x* +2)
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2- Etudier le signe de la fonction g sur]—oo; -] U [1; +oo]
2eme partie .

2X
Xr+3

On considére la fonction numérigue £ définie sur]{—A] par . £ (x) = -1

1 — Calealer £'(x) pour toutx € [-4;1].

2- Donver le tableau de variations de £ sar]—\1]

3- Calenlerf (1), puis montrer que . (Vx e[41]), £(x) <0
3eme partie :

2" —1

h(X)=T—X+’\ Sl Xe]—oo;—ﬂ[u]1;+oo[

n(x)=x*+2 si x e[-11]

Soit (¢, ) sa courbe représentative dans un repere or%howormé(@ /S Jf)

Soit W la fonction définie sar par .

1 - Montrer que la fonction h est continue en 1 et 1.
2- Wontrer que la courbe(G,)) admet un centre de symétrieI (0;1) sar lintervalle

|00 [ W 1+
3- a - Vérifier que lim y1(x)=—oo , puis montrer que la droite (B,) d équation y = —x +3

X—>+00

est une asymptote obligue a la &o%r%(dh ) AU VoISinage de+o

b - En dédnire par symétrie que la droite(D, ) déquation y = —x —A est une asymptote
obligue 4 la conrbe(C,) an voisinage de—o
4- Etudier la dérivavilité de 1 en 1 4 droite et interpréter le résultat géométrigunement
5= a — Calenler W' (x) pour toutx € |—oo;—[ U [, +oo

b - En dédauire le signe de’ (x) sur]—oo;—A[ W |1 +o[ .
G- a — Caleuler ' (X) pour toutx € [-11] .

b - En dédnive le signe de 1 (x) sur{-1:1].
7- Dresser le tablean de variation de h surIR .
B- Donner les équations des demi-tangentes 4 gauche de 1 et 4 droite de 1.

g- WMontrer qu'il existe un unigue réel a € [\/Z ; +oo[ /h(a)=0etque 2<a<?

10- Tracer(G,) ; la droite (2) et la droite(D, ) dans le repére orthonormd O; & f) '
4éme partie :

Soit u la restriction de h 4 lintervalle

1 - Wlontrer que u admet une fonction réciprogue u™' définie sur un intervalle J 4
déterminer,
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2- Caleuler (M“ )' (0) en fonction dee .

Corvection Probléme 1
1ere partie .

g(x)=2—x*\x* =1 pour tousx € |—o0; | U[1; +oo[ .

1) pour tout x € IR on a . ()(2 —2)()(4 + X7 +2) =x- (X4 +x* +2)—Z()€4 +x* +Z)
=X+ Xt 42" =20t —2x" -4
=x"—x" -4

Done : (Vx € IR) ; x* —x* =4 =(x" =2)(x* + x> +2)

2) Etudions le signe de la fonction g surl—oo, U [1;+00|  pour cela on dvit définir les

solutions de l'équation g(x)=0 puis étudier la monotonic de g sur]—oo;, -]\ [1; +oo[ .

On a pour tout |—o, [ U+ : @ g(x)=0< 2 —x*Jx* =1=0

S XK -1=2

2

<:>x4( x2—1) =4

e x (¥ -1)-4=0

Sx—x"—4=0

e (¥ -2)(x +x*+2)=0
(Carx* +x*+2.>0) S XP-2=0

Sx==l2 o x=+2
o g’(x):(z—xzx/xz—ﬂ),
=—2x\/xz—1—xzxL

24/x% =1

2

2
N —.
Xo =1

x* =1

2x* —ZJ

2x2—2+x2J

x* =1

Orpour X < et Xx>1,;3x*=2>0
Done g’ (x)est du signe contraire de x par suite .

® g cst crolssante sur |-, et g (—\/Z ) =0
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:a(X)S
2 <x<A=g(x)29(-2)
=9(x)20
® g cst décroissante sur |\, +o| et g(\/Z)=O
Alors soit : 1< x <[22 = g(x )2@(\/5)
=9(x)20
x>J2 = 9(x)<g (f)
=g(x)<0
D'od le tableau de signe de g sur |—o0, ] U [1; +o0]
X 0 —/2 - 1 J2 +00
9(x) — (% + \: + % _

2eme partie :

Pour toutx e[41]: £ (x) = —2%

- VX +3
' 2X ’
1) Pour toutx [-4,1] s ona: £'(x) _[ _1J

x> +2

AN

N Ry D
_ 23X +3

)
A

x> +3

)

_ 2(x* +3-x7)

(¥ +3)Jx* +3
@

(¥ +2)Vx" +2
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@
(¥* +2)Vx" +3

Done (Vx e[-4]) £ (x) =
2) (Ve e[-41]) ;£ (x)>0

Tablean de variations de £ sur [-1,1]

X — 1
F'(x) +
£ (x) /

£(1)= 2x1 1=0 , et comme ¥ (1) est une valear maximale pour £ sur [-4,1]

V1P +3
alors (VX € [—1;1]) ;F(x)<0
3eme partie :

244 =1

h(X)Z#—X—I—’l sl Xe]—oo;—’\[u]’\;+oo[
n(x)=+x>+3 si- x e[-41]
7)o n(-1)=+(1) +2=2 et lim h(x)= lim 2—“)(2_1—)(+1=2

x—=>=1 x—>=1 X

Done lim h(x)=n(A) ; par suite h est continue 4 gauche en .

x—=>-1"
2 —_—
® N()=N1"+3=2 et lim h(x)= Iimz— “XX/\—X+’\=D
x=1 x—1

Done lim h(x)# h(A) ; par suite h w'est pas continue 4 droite en 1.

x—1"
On a: X W \X* +3 est continue sur IR en particalier 4 droite en —\ et 4 gauche en |
D'ou W est continue en —\ et n'est pas continue en 1.

24" —1
X

Ona x e[ U1+ = x € |0, —A[ U J1; +o0]

2“(_)()2_1 —(—x)+1+2—“)(2_1—x+1

Soit W la fonction définie sar par .

2) Sur 1o, <[ U 1 +00 ; (x) = X+

Et n(2x0—x)+h(x)=

(=%) X
2 2
:—M‘FX'F/\"‘M—X‘F'\
X X

=2
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Donc : {X € oo Juoe = e oo Jior] ; d'od la courbe(C,) admet un

n(2x0—x)+h(x)=2x1
centre de symétrieI (0;1) sur lintervalle]—oo;,—[ L [, +o0]

24X" =1

QMUOOMﬂJM%M@)=Hm-—i;———X+1
X =1
= lim 2 —X+1=-0
X—>+00 X
2_
oOna: lim h(x)—(—x+3)=lim N x-3=0,
X—>+0 X—>+0 X

Donc la drofte (2 ) déquation y = —x + 2 est une asymptote obligue 4 la courbe
(¢,) au voisinage de+oo
b) Soit M(x,—x +3) € D, alors son symétrigue par rapport a I (0;1) est
M'(—x;x =) e D, ,donc D, et D, sont symétrigues par rapport 4 I (0;1) et
comme T (0;A) estun centre de symétrie de la courbe(C,) sar lintervalle
oo [ O 1 +o0] [ alors on dédnit que la droite Ty = —x —A est une asymptote
oblique 4 la courbe(C,) an voisinage de—o
4) Etudlions la dérivabili+é de h en 1 4 droite

24/x* =1

— X+
ona: lim ) =n) oy x
x—1" X —1 x—1" X =1
ZVX2_1_(X_1)
= lim 1
x—>1" X —1
2 -
=i 24X =1 B
x—1" X(X—’\)
2 —
lim £ x 1,

= 2 (DY)
1" X (X_/\)
_hvnzx (X 1)—1:+

Done 1 n'est pas dérivable 4 droite en 1 et la conrbe(C,) admet une demi-tangente
dirigée vers le haut 4 droite du point d'abscisse 1.
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5) a) pour toutx € J~oo;—A[ U+ ;ona. b (x)= {%_XJMJ

2x

2+/x% =1

2 X XX =2 X* =1

2= xPx -1

B XZAJX* =1
9(x)

xz\/ﬁ

b) Done 1 (x) est du méme signe que g(x) sur]—oo;, <[ U J1; +oo[ .
Dapres lapartie 1 ® g(x)<0sur :—oo; —\/Z} U [\/Z +OO[
Done ' (x) <0 sar ]—00; —\/Z] et sur [\/Z +oo[
o 9(x)z0sr |25~ v JuV2 |
Done ' (x) = 0 sur [—\/Z; —1[ et sur ]1;\/2]

¢) a) pour toutx e[| sona. M'(x):( x* +%)

_ 2X
20X +3
X
Sy 2
b) Pone W' (x) est du méme signe que X ;
® /' (x)< 0 sur[-;0]
® /' (x) =0 sur|[0;1]
7) Le tableau de variation de h surIR .
X 0 —\/Z - D 1 J2 +00
0 - =% F [ F b -

\/7\ o

8) e [Equation de la demi-tangente A'ganche de 1 est . L/g n () (x=1)+h(1)
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42
2
o [dauation de la demi-tangente 4 droite de -1 est v, = b () (x +1) + 1 ()
Y
(—1) +3

0 € |-o0;] dlone il existe un unique réel a € [\/Z +oo[ /(a)=0.

ona:n(2)=y3-1>0 5+h(%)=%x/§-2<0
Done :1(3) <0< h(2)= h(B)<h(a)<h(2)

=2 <a <3 (Car h est strictement décroissante SM/’[\/Z ; +oo[)
10) Construction de(C,) ; la drofte (P

1

) et la droite(D, ) dans le repére orthonormé
(0 ; /i ; f) .
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4eme partie .

Soit u la restriction de h 4 | 'mwm//@[ﬁ ; +oo[

1 — u est continue et strictement décroissante sur [\/Z ; +oo[ done elle adme+ une

fonction réciprogue u™ définie sur an intervalle J.

T = n([V2s+ed] ) = o]

2-Ona:u(a)=h(a)=0=>a=u"(0) etu'(a)=h(a)=

2 2a”r —1

Poiu(a)=—F——-1 et h(a)=0=>—"———-a+1=0
aZ az_,\ o
_ a2_1:a(a+1)
2
2
Done : o' (o) = -1
a2xa(a+'\)
2
A
:054+0f)_1
A3 4
:4 f %a 6+2<a<%:>{1(0<0; <1
a +a AD<a’ <27

=24<a” +a” <109

=109 < —a* —a® <24

= -105<4—-a* —a®> <-20
d'(a)=d' (4" (D)) %0

, 4 3
g+ (a) (0)= 214
(M )(O) 4—614—0(%
Exercice 4

Soitt la fonction définie sar [0,+0] par :f(x)=3Yx+1-x
4) a- calealer lim £ (x)

X—>+00

b- donner le +ableau de variation de
2) montrer qu'il existe un seul réel @ de 12,3 +el que :f (a)=a
3) a) Montrer quet admet une fonction réciprogue t = définie sur an intervalle 3 4
déterminer.
L) Etudier la dérivabilité de 7 surd .
Ao®

¢) montrer que : (£7) ()= S
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EXxercice 5

Soitf une fonction continue sur un intervalle [a,b] et dérivable sur la,b| telle que .
(vxelab[): f'(x)=0
Wontrer que 'équation f (x) =0 admet au plus une solution dans|a,b| .

Exercice ¢ .

On considere une fonction f dérivable sar [0,1] telle que . £(0)=f (0)=0e+f(1)=0.

_f(x) . 0
Soit g la fonction définie sur [0,1] par . 9(x)= X SHX#

9(0)=0
1) Montrer queq est continue sur [0,1]
2) a- Montrer gu'il existe un réel ¢ de 10,1 tel que cf ‘(c)— f(c)=0 .
b- On désigne par(c) la coarbe  représentative det dans un repere orthogondl,
Wontrer que (c) posséde au moins une tangente passant par lorigine du repere.

Exercice 7:

On considere une fonctiont derivavle sar [0,1] et positive strictement sur]0,1] et f(0) =0
2f'(c) f'(l-c)

Wontrer gue (3C € ]0'1[) : f(c) f(l-c)
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