Correction Examen national 2016
Session normale

¥ Exercice 1
¥ > (i (R):+:x) estun anneau unitaire ; |=

et (C:+:x) est un corps commutatif.

] Xx+y 0 =2y
F > M(xy)=| 0 0 0
y 0 x-y
¥ > E={M(xy)/(xy)eR?)

1) Montrons que (E;+)est un show-groupe de (o@g(IR);+)
F-Eccig(R) et Ex @ (corMO0) <E]
«Ona: (V((XIY);(O;b))eRZ):
Xx+y 0 -2y) (a+b 0 -2o
EM(xy)-M(ab)=| 0 0 0 |-l 0 0 0
P y 0 x-y b 0 a-b
(x-a)+(y-b) 0 -2(y-b)
0 0 0
(y-b) 0 (x-a)-(y-b)
v =M(x-ay-b)
SIEt M(x—ay—b) €E (car(x—ary-b)eR?)
Donc E est un sous-groupe de (g (R):+).
X+y 0 =2y
(V((x;y);(x’;y'))eR2xIR{Z); M(x:y)xM(x:y)=| 0 0 0
A y 0 xX-y

2éme Bac S.M

X'+y" 0 =2y
o 0 O

yl 0 XI _ yf

(x+Y)(X+Y)=2yy 0 —=2y(x+y)-2y(x -y

0

0 0

y(X'+y)+(x=y)y" 0 =2yy'+(x=y)(X'-Y')

XX =yy' +xy"+ X'y
0
XY +Yyy' +xy' —yy'
(X" = yy')+(xy" +Xy)
0
(xy" +x'y)

0

0
0

0
0 0
0

“2(Xy+Yyy' + Xy —yy')
0
=2yY' +xXX' = xy' =Xy +vyy’

—2(xy"+X'y)

(XX —yy')=(xy" +X'y)
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y =M(XX' —yy":xy' +x'y)
Donc: (V((X;y);(x’;y')) e R? xR? ); M(X,Y) X M(X';y') = M(XX’ _ yy';xy' + )(ry)

a) (v(z;z’)eQ?)) alors : /z=x+iy et Z =X’ +iy’ avec ((x,y,x',y’) eR“)
%  ona: p(zx7') = p((x+iy)x (X +iy'))
=M(xXx' = yy';xy' +Xy)
=M(x:y)xM(X3y")
=¢(2)x¢(7)
Donc : (v(z;z’)e@z) s o(zx2')=(2)xp(Z)

Par suite ¢ est un homomorphisme de (@*;x)vers(E;x).

b) (p( ) {(p(z)/ZEC*}
={pla+ib)/(ab) e R* ~{(0,0)}}
M(a,b)/(ab)eR*-{(0,0)}}
Donc (T )=E—{M(0,0)} =
On a ¢ est un homomorphisme de (@*;x)vers(E;x)e’r (Qi*;x)es’r un groupe commutatif
alors ((p(@*)JX) cad (E*;x) est un groupe commutatif.

1 est I’'élément neutre de (@*;x) , donc ¢(1) =M(L0)est I'élément neutre de(E*;x).

4) (E+)est un sous-groupe du groupe commutatif (@%(IR);+), donc (E:+)est un
groupe commutatif d'élément neutre M(0;0)

Et (E*;x) est un groupe commutatif.

est distributive par rapport & *'+'"dans S (R).

Donc est distributive par rapport @ *'+'" dans E.
Par suVre (E:+:x) est un corps commutatif.

; |AXM(x:y) =M(0;0)

b) Soit M(x;y) eE: supposons qu'il existe M(x;y)eE qui admet un symétrique M™
dans(ctg (R):x);donc @ M(x;y)xM™* =1
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AlOI’S AX M X, XMl —'A d'OU AXM X; XM ! A car x est associative dans |R
/y ’ 'y

Donc A=M(0;0)xM™ =M(0;0)

D'oU A=M(0;0)ce qui estimpossible.

Par suite il n’existe aucun élément de E symétrisable dans (14 (R);x).
Exercice 2

Partie |

j;f (a;b)e N'xN" et le nombre premier 173 divise (a’+b°).

¥ 1-Ona: a’+b® =0 [173] =173 a+b* -

eal=-b® [173]

(@) =(-p*)" [173]

Par suite : |a™ =-b'"* [173]|.
Ona: m) 173a=173/a’
Et comme 173a° +b’

Alors : 173|(a* +b*) -a®

D'ou : 173b°

Et comme 173 est premier ; alors 173/b

m) De méme si 173bon montre que : 173a
Conclusion : 173a«<173b.

93.0na: 173a<173b

1 173a+b

Donc si 173/a alors|173/a+b).

a) On a: 173 ne divise pas a, donc d'apres le question 2- 173 ne divise pas b;
D’'ou d'apres le petit théoreme de Fermat :
a”=1 [173] et b'"? =1 [173]

(Cor 173 ne divise pas a<>173Aa=1 et 173 ne divise pas b <173Ab=1 ; 173 étant premier)
Par suite : |a'% =b'* [173]
b) Ona:a =-b"™ [173] et a =b" [173]
Donc : a* =—bxa™ [173]
a'x(a+b)=0 [173].
c) On a: 173 ne divise pas a, donc 173 ne divise pas a'"*.

et comme 173 est premier alors : 173Aa™ =1
On a: 173 divise a™ x(a+b)

Alors d'apres le théoréme de Gauss173 divise (a+b).

Partie Il

P35 1- Pour foutx sy etk deN", ona:

g | x+y =173 2 2)173k =173(xy +1
X" — =

eyt —1730y+1) = K TYY) (y+1)
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:>((x—y)2+xy)k:(xy+1
:>k(x—y)2 =1+xy(1-k)
=k(x-y) +(k-1)xy=1
Donc : k(x—y)2+(k—1)xy=1
m On suppose quek =1 ; d’aprés ce qui précéde on a: k(x—y)2 +(k-1)xy=1
/ Donc : k(x—y) =1-(k-1)xy  (*)
Comme x ; y et k appartiennent d N alors: k>2 et xy>1
donc : k(x-y)* <0.
D'oU: x=y
Et 'équation (*)devient: (k—1)xy=1
Donc : x=y=(k-1)=1
ce qui est contradictoire car : x+y =173k >173.
Par suite notre supposition est fausse et k=1.
2 _ _ -
= (E)= (x-y) =1 _ J(x=y)=1 [(x=y)=-1
X+y=173 X+y=173 |x+y=173
2x =174 2x =172
= ou
{Zy:172 {Zy:174

x =87 X =86
= ou
{y=86 {y=87

Réciproquement on a:
87° +86° = (86+87)(87” —87x86+86”) =173(87+86° ) =173(1+87x86)
i Donc I'ensemble de solutions de I'équation (E) est : S ={(87;86);(86;87)}.
¥ Exercice 3
¥ soit 7= 4%
’ Z,+2,
227,
L__ 4*th 5
z, 7, 227, z,
Z,+7,
z(z,+7,)-22z2, 2
z,(z,+2,)-222, z,

pr 1
A Z2,-7 17
¥il)a)ona: *1—x
R Z2 3

2
_Z +z27,-227, L
2
z,°+227,-227, 17,
Z,(z,-z2 z
_ 1( 1 2) x22 -1

—Z, (Zl - Zz) Z

b) Comme O ; M, et M, ne sont pas alignes et

Z,—-7Z Z
1 x—2=-1, alors :
Z,-7 1z,

ya— z,—0
1 X 2

z,-0
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8 i i i i

les points O ; M, ; M, et M sont cocycliques.

% Par suite , M appartient au cercle circonscrit au friangle OMM,

— 2 2
22122 — 2lel — 2|Zl| — |Zl|
: 2,+2, 7,+7, 2Re(z,) Re(z)
ze R ; parsuite M appartient & I'axe des réels.

¥%2)Ona:z,=7Z;donc: z=

R(O}a € :|0;72'D

a)ona:M,=R(M,)<|z,=2.€"

Z—-7Z Z
ke TN N

Z,-7 1z,

b)Ona: L _ g gt

Zl 2

Donc 2= 2xe =—1=7-7, =(z,-z)xe"
z,-7
D'oU : |z-2,|=|z-z] ; dlors : M,M=MM

Par suit , M appartient & la médiatrice du segment [MM, |

) Ona: 7, et z,s0lutions de 'équation (E): 6 —(€ +1)t+(e” -1) =
e’ +1
6

e’ -1
Z,X2,=—=
6

z,+2,=
z, et z,s0nt solutions de I'équation (E), donc

D'ou: z:%
Zl+Z2

_ 6
s
6

B ei9_1
ST e 41
ig
Alors : z:ze.a—_1
e’ +1

b)ona:
4 4 .0

e 1-e?|e2_g
0

—e? x2isin Q
2

[ 4 .6

. iv iZ
»ec’+l=e?le?+e ?

0
=e2x2C0s g
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Z=2itan 4
2

Ona: O<9<7z:>0<%<%

Donc : tan g >0

Par suite le forme trigonométrique du nombre complexe z est :

o T .. T
Z=2tan| = || cos=+isin=
2 2 2

Exercice 4

¥: Partie |

£i1) soif p:tiseet x>0
¢ est continue et dérivable sur R: donc ¢ est continue sur [ 0;x |et dérivable sur 0:x[
¥ D'ou d'apres le théoreme des accroissements finis; on a :

(30 J0:x[)/ p(x)-0(0) =x.¢/(0) et ¢ (6)=—e".
e -1
Tx

4

JjDonc : -e

Wi~ X
wD'ou: o~ =e
: -

4

. : . 0
g Alors : (Vx>0) ; (30 To:x[)/ e o

Z2)ona:0<f<x ;donc l<e’<e”
: X

¥ Parsuite 1 (Vx>0); 1< —— <€

1 -

¥ On en déduit :

a) (vx>0);

X 1sfxee]

X
1-e
X
, ——= <€ = |x+1l<e”
-e
X xe*
—— <€ =2l<—<¢€
l1-e e’ -1
xe*

=>l<—<¢€’
e’ -1

0<In
e’ -1

A . . xe*
%51) a) Ona: limf(x)=lim =
z x—0" x=0" e —1
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. ex
=|lim——=
x—0" ex -1
X
Et f(O) =1 donc: lmf( )=f(0)
Par suite f est continue & droite en O.
o o\ xe* B
b) Ona: lim (f(x)-x)= lim 1
_lim xe* —xe* +x
X—>+00 e* -1

X

im| —2 (Car lim - =40 et lim 2 =0)

x>0 @ 1 X+ X X—>+0 X
X X
Donc (C) admet une asymptote oblique d'équation y = x au voisinage de +oo.

a) D’apres la question (2) a) parte |); on a:
# (VT>0) 1-t<e

Soit x>0 les fonctions t>e™ et T|—>(1—’r)son’r continues sur [O;XJdonc :

2

" T B
Io(l—T)dTSIOe*dT, d'ou : x-—<-e 41

b) D'apres la question précédente on déduit que ; pour tout x>0
2

X
e +x-1<—
2

2
etona: (vt>o) : ’r—%s-e‘*+1

2
Soit x>0 les fonctions t— ’r—% et t—»—e" +1 sont continues sur [O;x]: donc :

jo ’r—; dfsj:(—e-f+1)dt

2 3
X“ X
———<e7+x-1
2 6

Donc : (VX > 0) ;
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b) D'aprés la question 2) b); on a (vx>0):

. e’+x-1) 1
Donc Iim — ==
x—0* X 2

De plus on a: limf(x)=1
x—0"

Par suite : lim f(x_)—l =%

x—0" X

Cad: |lim M =
x—0" X—-0

1
2

Donc f est dérivable & droite en 0 ; et |f;(0) =

Interprétation géométrique :

(C) admet une demi-tangente de coefficient directeur %d droite du poinTA(O;l).

a) les fonctions X > xe*et x> €* —1 sont dérivables sur IR ; en particulier sur ]O;+oo[
| Et (vx>0): e —1%0. Donc f est dérivable sur 0;+od
e* (e -1-x)
(e-1)
b) D'apres la question 2) a) partie | ; ona: (VX >0): X+l<e”
On en déduit que : (Vx>0); € -1-x>0
Cad (vx>0); f(x)>0
D'ou : f est strictement croissante sur]0;+oo[ .

et pour tout x e |0;+od ona': f'(x)=

¥ partie i
U, >0
/ U =IN(f(u,))  :(vnelN)
1) a) Montrons par récurrence que : (VnelN); u, >0

Pour n=0
Ona:uy,>0

Soit ne IN
Supposons que U, >0 et montrons que U

>0

On a u, >0eftf est strictement croissante sur]O;+oo[; donc:
f(u,)>f(0)et f(0)=1.

D'ou: f(u,)>1 , donc In(f(u,))>0

Parsuite : u,,, >0

Conclusion
On a montré par récurrence que : (VH eIN) ; U, >0

n+1

X

b) D'apres la question 2) ¢) partie | ; ona: (VX >0) O<In( X©
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Un

ue
Et comme u, >0, alors : 0<In o g | <Y dou 0<In(f(u,))<u,

Donc :u , <y,

n+1

D'ouU : la suite (u,) est décroissante et comme elle est minore par 0 ; alors elle est
convergente.

c) Ona: In(f(0))=In(1)=0

Donc 0 est une solution de I'équation In(f(x)) =X;

et d'aprés la question 2) c) partie | ; on a: (vx>0) ; 0<In(f(x))<x.

Donc I'équation In(f(x)) =x n'‘admet pas de solution dans ]0;+od .

Alors 0 est I'unique solution de I'équation In(f(x)) = x

On pose : (vx e[ 05+ ) ; g(x) =In(f(x))

f est continue et strictement croissante sur [ 0;+od , donc

(Vx>0):f(x)>f(0) etf(0)=1, donc (¥x>0):f(x)>1

f([02+oo[) c [L'+oo[

et In est continue [L+x[ ; donc g est continue sur[ 0;+o0] etg([0;+ed] ) <[ 0;+eq]
eton (u,)est convergente donc si limu, est la solution de '¢quation g(x)=x
sur [O;40[ (cad In(f(x))=x)

Comme 0 est l'unique solution de I'équation In(f(x)) =x alors limu, =0

N—+o0
Exercice 5

p
p
At

;

441
# (VX > 0
y

)

p

p

p

;

JAnzx/_

¥i1)a) »1e Cas In2<x

la fonction TH+ est continue et positive sur [IN2+od , donc :
e -1

D'oU : |F(x)=0[.

p 2éme Cqs 0<x<In2

la fonction T|—>+ est continue et positive sur [x;|n2], donc :
e' -1

dit>0 ;d'ou: dt<0

J.m\/_ J.n2\/_

Donc : [F(x)<0|.

b) la fonction T|—>+ est confinue sur I et In2€1 ; donc F est dérivable sur I; et on

a pour tout xel :
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el
el
prs
YrEPr P

c) (vx>0); F(x)>0, donc F est strictement croissante sur I.

el
el
4

2) a) On pose : u=+e' -1 ;donc T:In(1+u2) et dt=—2%_du

1+U°
o 11 2
D'oU : F(x)=], 1(Gx1+‘:2jdf

o 1
=2[ (1+U2jd’r

Jer-1

=2[ arctan(u) |
= Z(Grc’ron(\/m) —%j

Par suite : (Vx el) ; F(x)=2c1rc’rc1n( e —1)—E
2

b) » Ona: limye*-1=0 et ti arctan(t) est continue en 0 ; donc :

x—0"

Iig) c:rc:’rc:n(\/eX —1) =arctan(0)=0 .

D'ou : |limF( ):-%

x—0"

calors : lim F(x)zzxﬁ_ﬁ
2 2

» On aaussi: lime*—1=+0 et )!im orc’ron(X) =%

X—>+00

Donc : | lim F( ):%

X—>+00

¥:3) a) F est dérivable sur 1 ; donc F est continue sur I et F est strictement croissante surl ,

. . T e _ |7z
alors F est une bijection de 1 vers J=F(I) .F(I)_} 1Lrg]F(x),leF(X) [_} 2,2[

b) Pour tout XE}—%;%[ et fouty e J0;+o ;ona:
F(x)=y <F(y)=x

= Zorcfon(\/ey —1) _Z_ X

2

= Grc’rom(\/ey —1) =Xz

2 4

o \er —1=T0n(§+%] (car O<(§+ 2

el -l=tan’| 2 +=
2 4

e’ =1l+tan?| Z+5
2 4

 [F(x) =In| 1+ tan? Xz
2 4
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