GuesSSraths

Exercice 1
Partie |

{f(x) \/_(Inx) Si
f,(0)=0

Correction Examen Nationale

Session de rattrapage 2023

Xe]0+w[

1YY 1 )Y
1- a) Soit X>0; ona: (2n)”[x2nln[x2nD =[2nxx2nln[x2”n

1 2YY
=x2[2nxln[x2"]
y,

( 1YY
=\/— 2nx|n[x2n

\ J
/ n
= \/_k2nx—ln(x))
= \/_(In(x))

Donc (Vx & ]0;+e0[) 5 (2n)’ (le”ln(le”nn =Vx(In(x))

x—0"

1 1
Et lim (2n) (XZ”In[XZ"

1

)

En posant t=X2" ; x— 0" alors t —0* ; lim (tln( ))=0

D'oi lim f,(x)=0 et

Donc f, est continue a

x—0*

£.(0)=0

droite enO.

b)Ona: lim f,(x)= lim (\/—(In(x))n)=+oo

X—>+00 X—>—+00

(Car lim/x = +o0 et Ilm(ln(x)):+oo

X—>+o© X—>+00
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c) Pour tout X € |0;+o[ona: (2n)'| ——2 | = .

( 1\Y\" [ 1 1Y)
In[xZ“] 2nx|n[x2”]
n 2n

Donc (Vx & ]0;+[) ;

5 _ ony

X2I’]
\ J
[ ( 1}\
In[ x2
. . In(t
et lim \1 =I|mﬁ=0
X—>+00 il x>+0 |
X2n
\ /

1

En posant t=X?" ; x —> +o0alors t — +oo

lim M=O

x>+ X

Donc

Interprétation Géométrigue

Ona: lim f (x)=0 et lim

X—>+00 X—>+00

()

Donc (Cn)admet une branche parabollque de direction I'axe des abscisses au voisinage

de+o0.
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dona: tim-2) _ jin ((Zn) (@Wet |imrw\=|im(m(t)}w

x—=0" X x—0* = x—>0* — x—0* t

X2n XZn
L \ J ) \ J

1
En posant t=x?" ; x> 0*alors t > 0*

Donc
( 1))
In[xZ”]

®)sinestpaire lim| ——= | =400

x—0* —

X2n
\ J

D’ou |lim M = 400
x—0* X

e) si n est impaire lim : = —00

x—>0* —

D’ou |imM=—oo

x—0* X

Interpreétation :
*) si n est paire

f_ n'est pas dérivable a droite en O ; (Cn) admet une demi-tangente verticale a droite

du point d'abscisse O dirigée vers le haut.
*) sinimpaire

f_ n'est pas dérivable a droite en O ; (Cn)admet une demi-tangente verticale a droite
du point d'abscisse O dirigée vers le bas.

2) a) f est dérivable sur ]0;+o0] comme produit des fonctions u : x — /x
et V:X > InX qui sont dérivables sur ]0;+] et pour tout X € ]0;+o0[ ona:

fn'(x)=(&(|nx)“)'
[(Inx) Fnxs % x x (Inx)"™
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= %(Inx)n +Nx % % (Inx)”_1

- %(Inx)"‘l(Zn +Inx)

Donc : (VxeJ0;+[) ; [, (x )_2\/_(Inx) "(2n+Inx)

b) Soit N22; 0na: f'(x)= Oqﬁ(lnx)”"l(2n+ Inx) =0

Inx)"" =0
< ou ‘( X)
2n+Inx=0
|Inx 0
&0
|Inx——2n
x=1
& ou ‘x=e‘2”

» si nestimpaire
Alors (n—1)est pair donc (Inx)”"1 >0 ; d'ou f,'(x)estduméme signe que(2n + Inx)
Ona: 2n+Inx>0< Inx>-2n
oS x=>e™
Donc : f, est croissante sur [e‘z” ;+oo[ et décroissante sur]o;e‘zn].

» si nest paire
Alors (n—1)estimpair f(x)estdu méme signe que(lnx)""l(Zn + Inx)

Tableau de ligne de f,"(x)

X 0 e”" 1 +00
(Inx)n_l — 0 +
2n+ Inx — 0 +
f, () - 0 + 0 —
D'ou : +) f, etcroissante sur chacun des intervalles ]O;e‘z“] et [1;+o0[ et décroissante
sur [e";1]

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliquessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

Tableau de variations de f_

» si nest paire

0

+00

fy (%)

g™ 1
_pn+(P —

| /(e)\o/«n

» Si nestimpaire

0

e—2n

+00

i (%)

il

0
f.(x) \
%)

+%>+
+00

d) D'apres le tableau de variations de f_
pour n impaire N2>3; on f_ s'annule enisans changer de signe donc le point d'abscissel

est un point d'inflexion pour (Cn) .

Partie 11

1) Soit e Jie[ set(u,) :u, =1.(8); (vneN)

a)Onaii<p<e= f,(Y<f,(B)<f,(e)

Car f_ estcroissante sur [1;+oo[

et f,(1)=0; f,(e)=+ex(Ine)"=+e

_Donc (Vne N*) ;

0<un<\/§

b) Pour tout neN* ;ona: u,,—u, = f,(8)- f.(8)
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n
=B x(Ing)"(In(8)-1)

;doncu_,—u, <0

Ing>0
Or ﬂe]l;e[:{ln(ﬂ)_ko

D ou (un) est décroissante.
c)ona Belie ;alors o<in(g)<1; dou lim (Ing)" =0
etu,=f,(B)=+B(Ing)" ; donc |limu,=0

nN—+o0

2) a) f est continue et strictement croissante sur [1; e] ; donc sa restriction a l'intervalle [1; e]
réalise une bijection de [1;e] vers un intervalle J = f ([L;e])=[ f (1); f (e)]

[0-4]
et comme le }0;\/5[; donc d'apres le théoreme de la bijection :
(3%, e Je) tel que : f,(x,)=1

b) Pour tout neN" ; ona: fn(xn):l et f,(Xp1) = /%o (INX,)"

— \/?—l—l(lnxml)ml

InXn+1

— fn+l ( Xn+l)
InXn+1

1
Ian+l

<l= >1

et comme X,,, € |L;e[ ; alors Inx

n+1

Inx, .,
= f, (%) >1

= fn(xn+1)> fn(xn)
Et f, estcroissante sur f, ;donc (VneN") ; x,,>x,

n+1

Donc (Xn)est croissante, de plus elle est majorée par e alors elle est convergente.

3) Soit £= lim x,

ajona: x >1et (Xn)croissante donc : (VneN*) ;l<x <x, <e
dou:l< limx <e=>1l<f<e

N—+c0
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b)yOna; pourtout neN": f (x,)=4/x, (Inx,)" =1

N—>+c0

Donc ( Inx) et limx =¢
f

La fonction x — 1 est continue en ¢ (caré >0)

\/§
Donc | lim (Inx,)" = \/Z

Partie 111 :
On pose pour toutx e I , F(x)=ﬁ( fl(t))2 dt

1) a) La fonction XH(fl(t))ZES'[ continue sur 1 ; car f, est continue sur 1 ; et comme
1e 1 alors F est dérivable sur 1

b)Ona: F(x)= Xl( fl(t))2 dt \/x, (Inx,)"
= .'Xl(\/flnt)2 dt

= ["tini(t) o

u=In%t) u' = zIn(t)

On pose : ttz
V=t V=

2
Alors : letlnz(t) dt =[E Inqt) T ~ J‘ 1E><3|n(t) dt
= Xlnz(x) ~[“tin(t) dt

On pose :

2 1 2
Alors : thln(t) dt= Eln(t)} —Ll%x%dt
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x? 11
=—?In(X) _EJ‘xtdt

2 2] 2
__len(x)_l[l_xzj
2 2\2 2
__len(x) X 1
2 4 4
o502 0,2

2112 2
Donc : pour toutxe I, F(x)=—X Inz(x) +2 Ir12(x) +%(1—x2)

x—0*

2)a)Ona: XILT F(x)= Iim(—(XIr(ZX) )2 + x2Ir12(x) +%(1— XZ)J=%

(car lim xIn(x) = lim x?In(x) =0)

x—0* x—0*
: 1
Donc XILT F(x)= 7

b) Comme F est continue & droite en O (car F est continue sur | = [O;+oo[) ; alors

lim F(x)=F(0) ; par suite F(O):1

x—0* 4
c) Soit V le volume demandé ; alors : V =I017z( fl(t))2 dt
=z (f,(t)) dt
VA

=7zF(o)=Z

3

Donc |V = %cm

EXERCICE? :
PARTIE | :
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-

( 1 ] 12
\/;1+ =—
X+Yy 3)

(S): \N[l_ ) ]zg

; (xy)eR?

X+Yy

\

1- Soit(x,y) € R? une solution de (S) : On pose : z=\/;+i\/§
1 ) 1
a)Ona: Z+;=\/;+I\/§+m
=\/;+i\/§+( X =iy

Fo) (s -h)

iy
= iy +
1 . 1
_\/;[1+Ty)+| y(l—m]
_12_,4
5 5
Donc Z+E=E+ii
Z 5 5

\ . . 1 12 .4 ) 12 .4
b) D'apres la question précédente on a : Z+E=E+|§©Z +1= EHE z

Car Z#0 (x et y ne peuvent pas étre tous deux nuls)
12 .4
D'ou : 7’ —(E'i' |g)2+1=0 (E)

¢) On en deduit que (x,y) est solution de (S) Ssi 2= \/;+ iﬁest solution de
'équation (E).

Résolvons I'équation (E).
2
Ona: A=(E+iﬂ) -4
5 5
= E(3 +i) -4
25

16 )
= £(8+ 6|)2 —4
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(12+i4)+2(4+3l) 12 .4 —2(4+3|)
5 5 5 5) 5
DOU.Z]_: 22=
2 2
6 .2 1 : 6 1
=—+1=-+—-(4+3i =—+1———(4+3i
iz +g(4+30) : ;(4+31)
6 2. 3 4 3.
=—+—-l+—=+—I ————l
5 5 5 5
=2+
Donc les valeurs de x et y sont : {\& =2 ou nonvalable car./y >0
y =1
{x=4
D’ou
y=1

Par suite le systéme (S) admet pour solution le couple (4;1)

PARTIE Il :
1) Soit ze C ; alors : |z]=1< |7 =1
S zz=1
_ 1
S7==
z

Donc (VzeC); |z|=1<:>7=%

2) a) Soit(A) la droite passant par Aet paralléle a(BC)
On suppose que (A)n ‘est pas tangente au cercle(U)
elle coupe alors (U) en un point P(p)

(AP)\\(BC) ; donc les points A ;B ;C et P sont alignés
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Alors eR

p-a
Dou(c—b)= c-b

p-a) p-a
soit 2 =70 erona la| =|b|=|c|=|p|=1; donc a=1.p=1;c=tap=1

p—-a p-a a b C p
Car A(a), B(b), C(c)et P(p) sont des points du cercle (U)

1 1 b-c

¢ b_c-b bc _Cc-b
Donc l_l_p—aﬁa—p_p—a

p a ap

@b—cx ap _c—b

c— ap c-—
2= X — =
—a bc —-a
ap
oS —=1
bc
bc
S p=—
a

2éme Méthode
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b) On suppose que (A) passant par A et perpendiculaire & (BC) nest pas tangente au
cercle(U) ; elle coupe alors (U) en un point Q(q)

C_beiR

(AQ)L(BC) alors

,‘(c—b) c-b . _ 1
D’ou =- et gq=—
g—a g—a q
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Doncé_ti=—c_b
qg—a g—a
1.1 b-c
c _t- c __°t~-
11" g-a_a-q  p-
q a aq
b—-c aq c—b
= X =
bc a-q q-—a
o At
—a bc —-a
@ﬂ——l
bc
gt
a
Donc gq=—p

¢) On suppose que passant par C et paralléle a

(AB) n'est pas tangente au cercle(U) ; elle coupe alors
(U) enun point R(r)
(CR)\\(AB) ; donc les points A ;B ; C et R sont alignés

Alors eR
b—a
b (c—rj C—F it 1
ou = =—
b—a b—a r
. CT—F _c—r
Soit = =
b-a b-a
11 r-c
c r_GC-r cr _C—¥r
mmcl_l_b—aCDa—b_b—a
b a ab
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r—c ab c—r
cr abba

b

-~

<:>—=1
cr
ab
Sr=—
C

2éme Méthode

A ; B et C jouent des roles symétriques et d’apres la question 2)a) en changent A par C
et (BC)par(AB) et P par R ; on obtient :

b-0 b 1 ac
p—r bc_ab ¢ a ¢’-a’

a C a C

- 1x1
, b-0 ac ac a ¢
DO“( _r]=(cz_a2)=cz_a2_(1)2 (1)2
C a
(ac)
ac acC __b—O
a’-c*> a*-c? p—r
b-0
Alors = relR ; par suite (OB) L (PR)
Exercice 3
1 00
(de(R),+,x) est un anneau unitaire et non commutatif d'unitél ={0 1 0
0 0 1
a 0 o0
E={M(abc)={0 b —c|/(abc)eR’
0O c b

1)Ona:
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) E=£D (1=M(110)eE) et Eccif(R)

=| 0 b-y —(c-2)
0 c—-z b-y

=M(a-xb-yc-z)eE

(car (a=xb-y,c—z)eR’
Dot E est un sous-groupe de (14 (R) +)

2) (‘v’((x;z),(x';z'))e(Rx(C)z) L (x2)*(X;2)=(x+X;2+2)
(V(ab.c)eR) ;0(M(ab,c))=(ab+ci)
a) Soit (M (ab,c);M (x,y,z)) e E?
Ona: M(ab,c)+M(x,y,z)=M(a+xb+y,c+z)
Donc (p(l\/l (ab,c)+M (x,y,z)) =M (a+ x,(b+y) +(c+ z)i)
=M (a+ x,(b+ci)+(y+ zi))

=M (a,(b+ ci))* M (x,(y+ zi))
= (p(M (a,b,c))* (p(M (x,y,z))
Donc ¢ est un homomorphisme de (E,+)vers (Rx C *)

De plus :
+) Soit (x,z) e RxC avec z=a+ib ot (a,b) e R’

Donc (x,z)=(x,a+ib)= gp(M (x,a,b))

D’oit RxCc ¢(E)

) Soit M (a,b,c) e Ealors o(M (a,b,c))=(ab+ci)eRxC
Donc p(E)cRxC
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Par Suite : |p(E)=RxC

b) Comme (E,+)est un groupe commutatif alors (go(E),*) cad (R x C,*)et un groupe
commutatif.(par homomorphisme)

3) La loi T définie dansRx C ; par : (v((x,z),(x’,z'))e(Rx@)z) :
(x,z)T(x',z’)=(x Re(z')+x' Re(z),zz’)

a) Soit ((x,z),(x’,z’))e(RxC)z; ona: (x,z)T(x',z’)=(x Re(z')+x' Re(z),zz')
=(x’ Re(z)+ xRe(z’),z’z)
=(x,2)T(x.2)

Donc T est commutative dans Rx C.

b) Pour tout (x,z2) e RxC;ona: (01)T(x,2)=(x,z)T(01)
=(xRe(1)+ORe(z),zx1)
(x2)
Donc (‘v’(x,z)e Rx(C); (0,)T(x,2)=(x,2)T(0,1)=(x,2)
D'otr (0,1) est I'élément neutre de T dans Rx C

¢) SoitxeR ;ona:

9) (Li)T (x,—i)=(1Re(~i)+ xRe(i),—i xi)
-(01)

Donc (VxeR) ; |(Li)T(x,~i)=(0.1)].

o ((x=i)T (Li)T (1,i)=((0,1§T(1,i)

=(Li

et (x,—i)T((Li)T (Li))= ((x,—i-))T (0,-1)

Donc ((x,=i)T (Li))T (1,i)¢(’x,—i)T ((Li)T(1i))

D’ou T n'est pas associative dans Rx C.

4) G={(Im(z), z)/ Z e(C}

a)e) G=J (car (01)eGpourz=1)et GecRxC
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3

o) Soit ((Im(z), z);(lm(z'), z’)) eG”.
(Im(z), z)*(— Im(z),—z)=(|m(z)+(— Im(z)),z+(—z))
(00)

Et =(0,0)est I'élément neutre pour * dansR x C

(carp(E)=RxC et p(M(0,0,0))=(0.0)

D'oll (— Im(z),—z)est le symétrique de(lm(z), z) dans (Rx C;*)

Ona:

(Im(z), z)T (— Im(z'),—z') =(— Im(z)x Re(—z’)+(— Im(z')x Re(z)),—zz')
=(—(Im(z)x Re(z')+ Im(z") Re(z)),—zz’)
=(Im(—zz’),—zz')

Car :pour z=x+iy et 2’ =X'+iy’' ; —zz' =—(x+iy)(x' +iy’)

=—(xx<' = yy')=i(Xy +xy')

Donc Im(-zz")= —( Im(z)x Re(z')+ Im(z")x Re(z))

D'otl (G;*) est un sous-groupe du groupe (IR x C;*)

_ C —>RxC

D ZH(lm(Z), z)
Soit (z;2')eC?; z=x+iy et Z’=X+iy’ ona: zz'=(xx' = yy') +i(Xy +xy")
Donc Im(zxz') =(Im(z)x Re(z')+ Im(z')x Re(z))
Donc y(zx7') =(Im(z x7'), 7% Z')
=(Im(z), z)T(Im(z’), z’)
=y (2)Ty(7)
D'oll y est un homomorphisme de (C";x)vers(Rx C;T)

c) Comme (v( Im(z), z) eG- {(OO)}) ; (El!z e (C*)/( Im(2), z) =y (2)
Donc yx((C*) =G-{(0,0)}
Par suite par homomorphisme (G -{(0.0)} ;T) est un groupe commutatif car ((C* ;x) est

un corps commutatif.
5) ®) (G;*)est un corps commutatif dont I'élément neutre est (0;0).

o) (G ~ {(00)} ;T) est un corps commutatif
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e) Montrons que T est distributive par rapport a * dans G.
Soient (Im(z), z) : (Im(z’), z’) et (Im(z”), z")trois éléments de G.

(Im(z), 2)T ((Im(z’), 2')*(Im(2"), z”)) =(Im(z), z)T ((Im(z')+ Im(z"), '+ z"))
=(Im(z)x Re(z'+ z”)+(|m(z’)+ Im(z”))x Re(z), zx(z' + z"))

=(Im(z)x Re(z')+Im(z)xRe(z")+Im(z")xRe(z)+1Im(z")xRe(z), (zxz")+(z %z
=((Im(z)x Re(z')+ Im(z")x Re(z))+(|m(z)x Re(z")+Im(z")x Re(z)), (zxz")+(
=((Im(z),z)T(Im(z'),z'))*((Im(z),z)T(Im(z"),z”))

Donc T est distributive par rapport a * dans G.

Conclusion
(G;*;T)est un corps Commutatif.

Exercice 4

Ona: S=1+p+ p°+---+ p” et p un nombre premier et g un nombre premier qui divise S.

1) a) Supposons que q divise p ; alors q divise p+ p*+---+ p"™
D’ou divise g divise S—1; alors S sl[q] ce qui est absurde car q divise S.

Donc [paq=1

b) On a q premier et p A g =1 donc d'apreés le petit théoréme de Fermaton a : p** El[q]

c)Ona:S=1+p+p°+---+p"".
Donc S est la somme des p premiers termes d'une suite géometrique de raison p ; d ou
P_
s=P 1
p-1

2) On suppose que pA(q-1)=1.

=|pP-1=(p-1)S

a)Ona: p/\(q —1) =1, d’apres le théoreme de Bezout (H(U;V) € ZZ)/up +v(q —1)=1
Et comme p>1let (q—1)>1;alors (u=0 etv<0)ou (u<O etv>0)

» Si (u=0etv<0);alors up=1+(-v)(gq-1) avec ueN et (-v)eN

D’aprés 1)b) p™*=1[q] ; donc pCEd El[q]

Do p*tN P =p[q] (1)
D’aprés 1)C) pp El[q] donc pup El[Q]:) pl+(—V)(CI—1) El[q] (2)
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De (1) et (2)on déduit que : p=1[q]

» Si (u<Oetv>0);alors v(q—1)=1+(-u)p avec veN et (—u)e N
D-aprés 1)c) p® =1[q] ; donc p™° =1[q]

Doi p*™ =p[a] (1)

D-aprés 1)b) p**=1[q] donc p"“? =1[q]= p** =1[q] (2)

De (1) et (2)on déduit que : p=1[q]

byOna: S=1+p+ p°+---+ p"let DEl[CI]
Donc S=1+1+---+1[q] ; d’ou S = p[q]

p fois

D’aprés 2)a) p=1[q] ; alors S =1[q]

3) Supposons que pXg—1et comme p est premier ; alors p /\(q —1) =1
Etd’aprés 2)b) S=1[q] ; or q\S donc S=0[q]

Alors 1= O[q] ce qui est absurde car g est premier donc g >1

D’ou p\g-1;alors q=1] p]
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