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N Série n° 3 exercices corriges sur les suites
@Wm@%

Terminale S
@ Exercice 1

Soit (u, ) la suite définie par : u, =~/n+4 pour tout ne N

4} 4

a. Montrer que : u, =2 pour tout ne N

% b. Montrer que : u,,, >u_ pour tout ne N ; puis déduire la monotonie de la suite.
@ Correction

@ a. Initialisation :

|x1 Pour n=0 u, =~/0+4 =2donc u, >2.

@ La propriété est initialisée.

I\l Heradité -

@ Supposons que u, > 2 avec p e N(fixé) ; et montrons que u

Alors up22<:>,/p+422.

& p+4d>4

>2

p+l —

= p+1+4>4

:WEZ

=>U,, =2

La propriété est héréditaire.

Conclusion : u, >2 pour tout neN

[4[) Al Al a () Al (R afy 4l

@ b.pourtout neN ;ona: n+l>n
N| Donc (n+1)+4>n+4

I\ d'oir \[(n+1)+4>+/n+4 (car la fonction x> /X est croissante sur R*)
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@ Donc u,,, >u,.

Al On en déduit que la suite (u, ) est croissante.
@ Exercice 2
N| Soit (u, ) la suite définie par : u, =—5 et u,,, =u2 +3u, pour tout ne N
a. Montrer que : u_ >0 pour tout ne N
n+l —

@ b. Etudier le signe de u,,>u_ pourtout neN ; puis déduire la monotonie de la suite.

@ Correction

@ a. Initialisation :
sl Pour n=1 u, =-5 et u, =u,’ +3u, =25-15=10>0 donc u, >0.
@ Donc la propriété est initialisée au rang 1.

I\l Héradité -

@ Supposons que u, >0 p e N(fixe) ; et montrons que u

N
N

>0

p+l —

Alors d’apres I'hypotheése de récurrence ona > U, >0

>0
Al puis { s

u +3>0"
@ p
@ Donc up(up +3)20

N| C’est-a-dire u? +3u, >0. Soitu_,, >0.

N

Donc la propriéte est héréditaire.

Conclusion : u, >0 pour tout n>1.

il b. pour tout n>1;ona:u,,—u =u?+3u, —U,

Kl =Uu’ +2u,

A £ d’apres la questiona.ona: u,>0 ;donc u’?+2u, >0

@ Donc u,,, —u, =0
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hl De plus, u, >u,.
Al On en déduit que la suite (u, ) est croissante.
@ Exercice 3

N

N Calculer la limite de la suite (u,).

a. Soit (u, ) la suite définie par : u, =+/n’+4 —+/n’ +1pour tout ne N

I b, soit (v, ) la suite définie par : v, =

1
N Jn+1-n

|n| Calculer la limite de la suite (v,).

pour tout ne N

IAl Correction

N[y Onapourtout neN : u =y/n*+4—+/n?+1

_(\/n2+4—\/n2+1)(\/n2+4+x/n2 +1)

I+ 4 ++n2 +1

_ n*+4—(n*+1)
U244 4n?41

3
_\/n2+4+\/n2+1

Et lim+vn?+4 = lim+n?+1=+w
N—>+0 N—>+o00

Donc lim (\/n2 +4 +/n? +1) =+oo (par somme de limites)

D’ou |limu, =0
N—+0

1

n+1—Jﬁ

b.Onapourtout neN: v, =
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n+1++/n
(Jﬁ:i—dﬁx n+l+Jﬁ)

N|
N
N
@ B n+1++/n
@ NIToTND
N|
N|

~ n+l-n

=J/n+1++/n
i Et lim J/n+1= lim +/n =+

N—>+o0 N—+o0

@ Donc Iim( n+1+\/ﬁ)=+oo (par somme de limites)

N—+o0

N—+o00

%D’oa limv, =+

sl Exercice 4
Il Soit (u,)la suite définie par : u, =n? —n+1pour tout neN

@ a. Montrer que : u, =n pour tout ne N

N

b. Calculer la limite de la suite (u,).

N .
Correction

N 2
K Onapourtout neN : (n-1)">0

Al donc n*~2n+1>0=n’-n+1>n

N —=u, >n

@ b.Ona: limn=+ow ;donc limu, =+copar les théorémes de comparaison.

N—>+o0 N—>+o0

@ Exercice 5
u,+3

i Soit (u, ) la suite définie par : u, Loty -
3 10

n+1

N On définit la suite (v, )par : v, =u, —%pour tout neN

N
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@ a. Montrer que (vn)est une suite géométrique en precisant ¢a raison et son premier E
@ terme ; puis exprimer v, . E
@ b. Montrer que limv, =0 ; puis déduire que limu, :% E
@ N—+o0 n—+o0 E
@ Correction E
@a. On a pour tout neN : vn+1=un+1—% E
@ u+3 1 E
b 10 3 bl
@ _3u,+9-10 E
N{ 130 N{
@ ~3u, -1 E
N| 30 N|
| 1 ( ) 1} |
N S100 " 3 N
N 1 bl
N| 107 N|
@ donc(vn) est une suite géométrique de raison g =-— et de premier terme E
@V =Uu _l—ﬂ_l—l E
bl T T3T3 73T N
%DoncpourtoutneN'v —(1jn %
- n— E
@b Or —1<i<1 donc Iim(i)n—o E
@ ' 10 n—>+o\ 10 B E
%D’oa nIimvn:O. %
sl Donc fim un—%=o N
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@ Par suite limu,_ =%

@ N—+o0

@ Exercice 6

k=n

I soit (u, ) la suite définie par : u, =

@ k=0

@ a. Montrer que pour tout neN ;ona: u

1 k
(Ej pour tout ne N

—u, >0 ; déduire que (u,) est croissante.

n+1

n+1
b. Montrer que pour tout neN ; u_ :%[1—(3 j ; et u, s% ; déduire que la suite

N
N
Al (u,)est convergente.

N| c. Calculer limu,

nN—+o0

@ Correction
k=n+1 1 k k=n 1 k
NPy pour tout neN ;ona: un+1—un=2(—j - (_j
@ k=0 5 k=0 5
1 n+l k=n k=n
3 550
5 (5 (5
1 n+l
i Et(gj >0 ; donc la suite (u,) est croissante.

@ k=n+1 1 k
b. pour tout neN j;ona:u,= > (—j

@ k=0
n+1
Kl _3 1_(1j
@ 4 5
n+1
I Et 1—(% <1
5
Donc u, s% pour tout ne N ; d’ou la suite (un) est croissante majorée par% alors

elle est convergente.

n+l
@c.Ona:—l<%<1;donc Iim(lj =0 d’ou Iimun:%

nN—+o0 N—-+0
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@ Exercice 6

u,+1

I soit (u,)la suite définie par : u,=1 et u,, = pour tout neN

@ Un+3

@ a. Montrer que : u.,, =1-

@ Un+3

@ b. Montrer que : 0<u, <1 pour tout neN

pour tout ne N

N c. Soit f la fonction définie sur [0;1] par : f(x)=1-——

@ X+3

@ Etudier les variations de f.

d. Montrer par récurrence que : u, >u._, pour tout ne N ; puis déduire que la suite
@ (un) est décroissante et qu ‘elle est convergente.

Il € Calculer limu,

N—+o0

@ Correction

1
a.Onapourtout neN:u_, = Uy T

u,+3

_u,+3-2

Donc pour tout neN: u 1-

Nl

4l Al Al ) Al 4l il 4l

@ b. Montrons par récurrence que : 0<u, <1 pour tout neN.

@ Initialisation :

Al ona pour n=0 ; u, =1 alors 0<u, <1 donc la propriété est initialisée.
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@Hérédité:
<1.

@ Soit p un entier naturel fixé ; Supposons que 0<u_ <1 et montrons que O<u_, <

@ Par hypothese de récurrenceona : 0<u <1

Il Alors 3<u_ +3<4

Puisi< t 1
Kl 47 u,+3° 3
@ 1 1

@Puis 1—%31— <1-=.

u +3 4
N|

p
’ A - 2
@ C’est-a-dire gﬁ u

<3
4

p+1

K Doy o<u . <1

p+1
@ Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : 0<u, <1 pour tout ne N.

2

N f(x)=1—m  (vxe[0:1])
@ f est dérivable sur [O;l]en tant que fonction rationnelle.
@ 2

Et pour tout xe[0;1jona: f'(x)=——.

N Alors f'(x)>0 pour tout x[0;1] ; donc f est strictement croissante sur [0;1].

@ d. Initialisation :

NI Ona:u,=1letu = %donc u, > U, . La propriéte est initialisée.

@ Heredite :
@ Soit pe N Supposons que u, >Uu

N
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et montrons que : U, >U_,, .

p+1 p+1
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@ D aprés |’hypothese de récurrence ona : u, >u,,,, f est strictement croissante sur

Il [0:1]. et u, e[0:1] pourtout neN ;onadonc f(u,)> f(u,,) soitu,,>u,,.
@ Donc la propriété est heréditaire.

N| Conclusion : D’ou u, >u,,, pour tout neN.

N

Donc (u, ) est strictement décroissante et comme elle est minorée par 0 ; elle est donc
convergente.

d. Si 1= limu, ; alors I est solution de I'équation f(I)=I;cad Izl—%
N—>+o0 =+

2
Donc m—l—l < (1-1)(1+3)=2

S1+3-1P-31=2

& -1°-21+1=0
<S1P+21-1=0
S1P+20+1-2=0
c>(|+1)2=2

o 1+1=42 ou l+1=—2
ol=v2-1oul=-1-+2

r 0<u, <1 pourtout neN.

onc 0<I<l:;cad I:\/E—l

O O O

ol limu, =2 -1

N—+o0
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