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Série d’exercices corrigés Nombres Complexes  2éme Bac SM

Exercice 1

: . L sin(a
Soit a € 0,z . Démontrer que pour tout n>1 ; Hcos( a ): 1 sin(

k=1 )z sin a |
2n
Corrige

On va démontrer la formule par récurrence sur n. Notons (Pn) la propriété

(RP) :HI:!COS(Z%) = 2_1n ::‘((:))

2n

2

=)
—

D
—

Initialisation : On a sin(a) = Zcos(g)sin(g) = COS(E) _1
2 2 2 2 . (a)
sin 5

ce qui prouve que ([P,)est vraie.
Hérédité : Soit neN
Supposons que (P, ) est vraie, et montrons que (P,,,) est vraie.

Sachant que : sin in = 2sin ?1 cos ?1
2 2™ 2™

sin(a sin
Alors : (2) L (2) X COS il
27sIn| sin|
2 2
n+l a
=Hcos(—k)
1 \2
Ainsi (P,,, )est vraie.
Conclusion :

sin(a :
ik =in& est vraie pour toutn>1.
k=1 2 2 ! ( a)
sin o

—~~
V)
~
—-
(@)
o
[%2)
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Exercice 2

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques des transformations géométriques
données par I'écriture complexe suivante :

1.ZH%Z 2. 2> 2+(2+1)
3. ZH(1+i\/§)Z+ 3(1-1) 4, zH(1+itana)z—itana,ou ae[o,%[.
Corrigé

1 i : L : .
1. Onécrit —z=e 2, et on remarque que I'on a affaire a une rotation de centre O 1’origine
[

du repeére et d'angle —%.
2.S0it M(2) > M'(Z) ez =z2+(2+i)

o7 -z2=(2+i)

< MM'=0 (Ou dest le vecteur d’affixe(2+i))
On a ici I'écriture d'une translation de vecteurdu .

3. ZH(1+i\/§)Z+ 3(1-1)
Cherchons w le point fixe par cette application.
a)H(1+i\@)a)+\/§(1—i)<:>a)=(1+i\/§)a)+ 3(1-1)
<:>—ia)\/§=\/§(l—i)
BORRE((=)
p—
w_iﬁﬁ(l—i)
~ —i3xi3

S o=1+Ii

(1+ i\/§)z +/3(1-1)
(1+iv3) 0+ 3(1-1)

z
Donc
@

= z—a)=(1+i\/§)(z—a))

1 .3
:>z—a)=2[§+|7](z—a))

= z—a)=2(z—a))ei§
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. . /4 ) . H ) 72'- b
Donc [’application est le composée d’une translation de centre a)(l+ I) d’angle 3 et d’'une

homothétie de centre O et de coefficientk =2.

4.z (1+itana)z—itana, ol e[o,%[.

Cherchons w le point fixe par cette application.

Ona: ok (l+itana)w—itana © w=(1+itana)w—itana
& (w-1)itana =0

On distingue deux cas :

17 Cas

a=0 ;donc z+> z d’ou il s’ agit de ['identite.

a#z0 ; o=1

{z=(1+itana)z—itana
Ona:

a)=(1+itanoz)a)—itanoz:> z—o=(l+itana)(z-o)

) 1 ..
Et 1+itana = —(cosa + |sma)
cosa

— 1 ehz
COSx

N s - P SR
D'on z=(1+itana)z—-itana = 71— w cosa(z w)e

Donc l’application est le composée d’une translation de centre a)(l) d’angle o et d'une

L. .. 1
homothétie de centre O et de coefficient k = ——.
cosa

Exercice 6

Soit @ un nombre complexe de module 1 et z,,z,,...,z, les racines de I’équationz" = « .
Montrer que les points du plan complexe dont les affixes sont

(1+2)" (1+2,)" ...(1+2,)" sontalignés.

Corrigé
i[9+2kﬂJ
Posons a =¢". Alors les racines de z" =« sont données parz, =e* "
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Ona:1a , - ei(0+22nk7r](ei[c9+22nk7zj N e_(m;ﬂk;;]}

— 2005( o+ Zk”)ei(mj"kﬂ)

2n

0+ 2k7z')ei(0+§k”J

Donc (1+z) = 2”003”( o

On conclut que tous les points d'affixe (1+ zk)n sont donc situés sur la droite qui fait un

angle r avec |'axe des abscisses. Ainsi, ils sont alignés.

Exercice 8

Soit A(a), B(b)et C(c)trois points du plan complexe.
Démontrer que A, Bet C sont aligne si et seulement si(aE +bC + ca) eR.

Corrige

On peut supposer que les 3 points sont distincts deux a deux (sinon la relation est
trivialement verifiée).

Dire que A, B et C sont alignés signifie qu'il existe un reel A tel que : AC = 1AB
Autrement dit, avec les notations précédents, A, B et C sont alignés si et seulement il existe
A Rsi (b-a)/(c—a)

unreel Atelque: c—a= ﬂ(b - a) c'est-a-dire si et seulement
eR < arg (E) =0[2~]
c—a
< arg(b-a)—arg(c—a)=0[27]
<arg(b-a)+arg (ﬁ) =0[27]

Qarg((b—a)(m))so[h]
Onpose u=b—aetv=c—-a
< (w)eR
Ona: P ab=aa+al=|al +al
» bt =aa+a(b-a)+a(c-a)+(b-a)(c-a)

Ona:

Cc—a
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=la +au+av +uv
»ca=aa+a(c—a)=la +av
Donc ab +bt +ca=|a’ +al +|a" + au+av +uv +|a’ +av
=3fal’ +(am +au)+(av + av)+uv
=3Ja| + 2Re(all +av) +uv
Dol (ab+bC+ca)eR<>uveR
b-a
c-a

et eR

oc-a=A(b-a)

< A,BetCsont alignés
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