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                                                2éme Bac SM A et B 

Exercice 1 : 

1-  a) Soit 9 9| |d p d p et d     et  
1 19 1 9 1|

q p q ppq pq  

                               
19 1q pd |  

                               1d |  

                               1d   
         D’où 9 1p  

      b) 19 1
9 1

p
pest premier

p
p

 ; d’après le petit Théorème de FERMET 

On a aussi :  1 19 1 9 1|
q p q ppq pq  

                                      
19 1/

q pk kpq  

                                      
19 1/

q pk kq k p  

                                      19 1|
q pp  

                                      
19 1q p p  

                                      
19 9 1 1.

q p p  

De plus 
1 19 1 9 9 9 2.

p q p qp p  

1  et 2 9 1q p  

2- a) Soit 1d p q  ; donc |d q  et q premier alors 1,d q  

On suppose d q  

On a : 1 1|q p  et  2p q  

Donc  1 1 0 1p q p p p  ; ce qui est absurde  

Par suite 1d  ; d’où 1 1p q  

     b)  On a : 1 1p q  ; donc d’après BEZOUT : 1 1, /a b aq b p  

● 
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9 1 9 1
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9 1

9 9

aq

aq

p

p
 

                     9 1 p  

                     8|p  

                     1 2 4 8; ; ;p  

 Or p est premier donc 2p  

c) 19 1
9 1

q
q est premier

q
q

 ; d’après le petit Théorème de FERMET 

d) On a : 
1 19 1 9 1/ /

q p q pk kpq k kp k q  

                                                    
19 1p q q  

Donc  

1 1

1 2 1

9 1 9 1
2

9 1 9 9 1
( )

.

q q

p q q

q q
car p

q q
 

                            

2 1 2

2

2 1

9 9 9
9 1

9 9 1

.

.

q

q

q
q

q
 

                            80|q  

                           1 2 4 5 8 10 16 20 40 80; ; ; ; ; ; ; ; ;q   et q premier 

                           2 5;q  et 2q p  

Donc 5q  

Exercice 2 : 

Partie I 

1-  a) Soient A et B deux éléments de E ; et   un réel. 

On a : 0 0 0 0

x y y x y y

A B z z

y x z x y x z x

 

        
   

     
          

 

                      

     

 

       

0 0

x x y y y y

z z

y y x x z z x x

  



   

       
 

  
         

 

                            ; ;M x x y y z z         

Car        3
; ;x x y y z z         

    2A B E A B E      ; :  
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Donc E est un sous espace vectoriel de l’espace   3 , ,   

b)   0 0x; ;

x y y

M y z z

y x z x

  
 

  
  

 

                 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

x y y

z

x x y z

      
     

       
          

 

                 

1 0 0 0 1 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 1 1 1 0 0 0 1 0

x y z

      
     

       
          

 

                 xU yV zW    

Donc  U V W; ; est une famille génératrice de l’espace vectoriel  , ,E    

Soit  U V W O     une combinaison linéaire nulle des éléments u ; v et w. 

0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

U V W O

  

   

   

    
   

       
      

 

                           0       

Donc la seule combinaison linéaire de  ; ;u v w  qui soit nulle est celle pour laquelle 

0      ; d’où  U V W; ;  est une famille libre.  

2- a) Soient  ; ;M x y z  et  ; ;M x y z    deux éléments de E ; on a : 

    0 0 0 0; ; ; ;

x y y x y y

M x y z M x y z z z

y x z x y x z x

        
   

        
          

 

                                 

     

     

0 0

xx yy xy yz yx yz xy yx

zz

y x xy yy xz zz xx xz yy xx

              
 

  
                 

 

                                 

     

      

0 0

xx yy xy yx xy yx

zz

xy y x xx yy zz xx yy

          
 

  
           
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                                     ; ;M xx yy xy yx zz        

Alors         ; ; ; ; ; ;M x y z M x y z M xx yy xy yx zz            

b)  , ,E    est un espace vectoriel réel ; donc  ,E  est un groupe commutatif. 

On a aussi   est associative dans E (car  3E  ) et est associative dans  3  

Et comme est distributive par rapport à  dans  3  ; est distributive par 

rapport à  dans E  (car  3E  ). 

Donc  , ,E    est un anneau de plus il est commutatif ; soient  ; ;M x y z  et  ; ;M x y z    

deux éléments de E ; on a :         ; ; ; ; ; ;M x y z M x y z M xx yy xy yx zz            

                                           ; ;M x x y y x y y x z z        

                                           ; ; ; ;M x y z M x y z     

c) On montre d’abord que  est une bijection de 

vers F  . 

Soit  0; ;M a b une matrice donnée de F  . 

Et on résout dans 

 l’équation     0; ;z M a b   ; on a :  

       0 0; ; ; ;z M a b x iy M a b      

                           0 0 0 0 0 0

x y y a b b

y x x b a a

      
   

    
   
   

 

                           x a et y b    

D’où      0; ; ! z a ibM a b F        /    0; ;z M a b   

Donc  est une bijection de 

vers F  . 

De plus soient       
2

,z x iy z x iy         ; on a : 

       0 0; ; ; ;z z M x y M x y        

                       0; ;M xx yy xy yx       

Et    z z x iy x iy        

                 xx yy i xy yx        

Donc       0; ;z z M xx yy xy yx          

D’où      z z z z       
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Par suite  est un homomorphisme de  ,  vers  ,F   . Comme  est une bijection de 


vers F  . 

Alors  est un isomorphisme de  ,  vers  ,F   . 

On a :   ,   est un groupe commutatif ;  est un isomorphisme de  ,  vers  ,F    

et     , ,F      ; donc  ,F    est un groupe commutatif. 

Comme  1 0i est l’élément neutre pour  ,   ; alors    1 0 1 0 0; ;i M   est l’élément 

neutre pour le groupe  ,F    ; de plus  
2 2 2 2

x iy
Sym x iy

x y x y


 
   

  
 

Alors      0; ;
F F

Sym M x y Sym x iy    

                                     Sym x iy    

                                   
2 2 2 2

x iy

x y x y

 

  
  

 

                                   
2 2 2 2

0; ;
x y

M
x y x y

 
  

  
 

d) ●  ,F   est un groupe commutatif 

    ●  ,F    est un groupe 

    ●   est distributive par rapport à  dans  3F   

    ●   est commutative dans F E  

Donc , ,F    est un corps commutatif ; est l’unité du corps  , ,F    est l’élément neutre 

de la loi   dans F à savoir  1 0 0; ;M . 

3- a) Soit  0; ;M x y F  ; On a : 

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

x y y

y x x

      
     

      
     
     

 

b) Supposons qu’il existe un élément  0; ;M x y F  inversible dans F et que  1 0; ;M x y
 

est son inverse dans ,F    ; on a : 
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   

   

1

1

0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

; ; ; ;

; ; ; ;

M x y M x y I

I M x y M x y





 

   
   

       
   
   

 

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

I

   
   

     
   
   

 

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

   
   

    
   
   

 ce qui est absurde ; d’où laucun élément de F n’est inversible 

pour la loi de multiplication des matrices dans  3 . 

2éme méthode 

D’après la question précédente on a :   0; ;x M x y F    ; On a : 

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

x y y

y x x

      
     

      
     
     

 ; donc tout élément de F est un diviseur de la 

matrice nulle dans  3F   ; d’où tout élément de F est non inversible pour la loi de 

multiplication des matrices dans  3 . 

Exercice 3 : 

   2 22 1 0:E z z m                                                                                        

  I-  1-  Le discriminant de  E est :      
22 22 4 1 2m m          

       Donc les solutions de   E  sont : 
2

1

2 2
1

2

m
z im

 
        et    2 1z im                                                                          

       D’où 
   1 1;
E

S im im      

     2- a) Supposons que  l’équation        3 2 2 22 1 1 4 2 1 0:F z i z m i z i m          

             admet une solution imaginaire pure i  ; alors on a :      

                    3 2 2 22 1 1 4 2 1 0i i i m i i i m           

            
3 2 2 2 22 2 4 2 2 0i i i m i i m i                

                    2 22 2 2 2 2 0m                

                2 22 2 1 2 0m            
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              2 22 2 1 0m          

              2 22 2 1 0m         

             2 22 0 2 1 0ou m          

           2   

Donc 2i est une solution imaginaire de l’équation  F . 

b) On remarque que :      3 2 2 22 1 1 4 2 1 0z i z m i z i m         

                                
3 2 2 2 22 2 4 2 2 0z iz z iz m z im z i          

                                      2 22 2 2 2 2 0z i z z z i m z i z i          

                                   2 22 2 1 0z i z z m       

Donc pour déterminer les autres solutions ; on résout l’équation 
2 22 1 0z z m     

D’après la question 1- les solutions sont : 
2

1

2 2
1

2

m
z im

 
    et    2 1z im    ; D’où 

   2 1 1i; ;
F

S im im                                                                           

II-  1- ● est milieu du segment  AB 1
2

A Bz z
z


     

● P image de A par la rotation  1r   2

i

P Az z z z e


      

                                                     1 1 1p im i         

                                              1p m    

               ● A est milieu du segment  OB
1

2 2

O B

A

z z im
z 

  
    

● Q  image de B par la rotation  2r   2

i

Q A B Az z z z e


      

                                                  
1 1

1
2 2

Q

im im
z i im

  
       

 
 

                                                   
1

1
2

Q

im
z i


     

                                                    
1

1 1
2

Qz im i      

               ● B est milieu du segment  OA
1

2 2

O A

B

z z im
z 

  
    

● Q  image de B par la rotation  3r   2

i

R B O Bz z z z e


      

                                                  
1 1

2 2
R

im im
z i

   
     

 
 

                                                    
1

1 1
2

Rz i im      

                                                  R Qz z   
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2- a)   
1

1 1
2

q im i     

            
1

2

im i m  
   

            
1 1

2 2

m m
i

  
    

 
 

    Donc   
1

2
Im

m
q


  

D’où  Q R Q Qz z z z    

                      2 Imi q  

                     i im   

                      1i m ip       

b) On a : 2
iQ R

P O

z z ip
i e

z z p


 

   


 

Donc 

 
   

1

2
22

2

;

Q R

P O

Q R

P O

z z

RQ OPz z

RQ OPz z
Arg

z z






 
  

 
        

 

D’où RQ OP de plus les droites  RQ  et  OP sont perpendiculaires. 

Exercice 4: 

Pour tout  0 1,x      2lnf x x x   

1-  a) La fonction  2lnx x est dérivable sur  0 1,  comme composée de deux fonctions        

      dérivable sur  0 1,  ; la fonction  2lnx x x  est dérivable sur  0 1,  comme produit  

     de deux fonctions dérivable sur  0 1,  ; et pour tout  0 1,x   on a :  

   2
2

ln
x

f x x
x

   


 

  b) f est dérivable sur  0 1, comme somme de fonctions dérivables sur  0 1,  ; et pour    

     tout  0 1,x   ; on a :   
 

2

1 2

2 2

x x
f x

x x

 
   

 
  

                                               
 

2

1 2

2 2x x

 
      

 

Donc   0f x   sur  0 1,  ; d’où f est strictement décroissante sur  0 1,  
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c) f est continue et strictement décroissante sur  0 1,  ; donc f réalise une bijection de 

 0 1, vers    
1

0 1 1 2
2

, ; lnf
 

     
et 

1
0 1 2

2
; ln

 
    

  

D’où l’équation   0f x  admet une unique solution  dans  0 1,   

 On  a :    0 2 0
2

lnf


 


     


 

                          2
2

ln





  


 

                          
2

2
2

ln


 


  


 

                          
2

2
f





 


 

2- a) f est strictement décroissante sur  0 1, et   0f   ; donc : 
   

   

0 0

0 1

;

;

f x sur

f x sur





 


 
 

D’où le tableau de variations de f 

x 0                                                     1 

 f x  2ln                   0                       1  

  f x                    

2

2




 

0                                                     0  

b) On a pour tout  0 1,x    0f x   ; donc (C) est concave sur  0 1,  

c) On déduit d’après la question précédente que toute les tangentes à (C) sont au-dessus 

de (C) ; d’où :   0 1,x    0 1,t  /       f x f t x t f t    

d) Alors on pour 0t   et 1t   ; on obtient : 

   0 1,x   ●        0 0 2lnf x x f f f x x     

                         ●         1 1 1 1f x f x f f x x        
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3) Construction de (C) 

 

4) Soit A l’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) ; l’axe des ordonnées et les 

droites d’équations 0x   et 1x  . 

 
1

0
A f x dx   

    
1

0
f x dx       car   0f x  sur  0 1,  

   
1

0
2lnx x dx   

On pose : 

     

   
2

1
2

2

2

lnu x x u x
x

x
v x x u x


    


    


 

D’où  
12 2

1

0
0

1
2

2 2 2
ln

x x
A x dx

x

   
      

  
  

          

2
1

0

1

2 2

x
dx
x


  

On a : 
 22 4 4

2 2

xx

x x

  


 
 

                  
  2 2 4

2

x x

x

   



 

                   
4

2
2

x
x

   


 

Donc  
1

0

1 4
2

2 2
A x dx

x

 
    

 
  

http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com


 

www.guessmaths.co  E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com    WhatsApp :   0717467136 

           

1
2

0

1
2 4 2

2 2
ln

x
x x

  
      

  
 

             
5

2 2
4

ln .u a    

             25
2 2 4

4
ln cm    

Par suite       28 2 5lnA cm   

II- Pour tout entier naturel 2n   ; on pose :    2ln
n

nf x x x   ;   0 1,x   

 1- a)  
 

 
0 0

0 1 0
2 1 2 0

,
ln

n n

n

x x
x f x

x x

  
     

    
 

   De plus on a :    0 1 0n nf f   

b) nf  est continue sur  0 1,  et dérivable sur  0 1, comme produit de deux fonctions 

continues sur  0 1,  et dérivables sur  0 1,  et on a :    0 1n nf f  ; d’où d’après le Théorème 

de Rolle :   0 1,n  /   0nf    

2- a) nf  est dérivable sur  0 1, comme produit de deux fonctions dérivables sur  0 1,  ; et        

       Pour tout  0 1,x  on a :    1 2
2

ln
n

n

n

x
f x nx x

x

   


 

                                             1 2
2

ln
n x
x n x

x

  
   

 
 

                                             1n

nx g x  

Où    2
2

lnn

x
g x n x

x
  


 ; pour tout  0 1,x  . 

b) ng  est dérivable sur  0 1, pour tout  0 1,x  on a :  
 

2

2

2 2
n

n x x
g x

x x

  
  

 
 

                                                                                        
 

 
2

2 2

2

n x

x

  



 

                                                                                        
 

2

2 2

2

n nx

x

  



 

Donc  ng x  est du même signe que  2 2nx n   ; on a : 

 0 1 1,x x    

              2 2 2 2 1 0nx n n n n           

D’où  ng x    pour tout  0 1,x   

Par suite ng  est strictement décroissante sur  0 1,  

c) ng  définie une bijection de  0 1,  vers      1 0 1 2, , lnn ng g n      

et comme  0 1 2, lnn   ; alors   0 1! ,y  /   0ng y   
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  D’après ce qui précède on sait que :   0 1,n  /   0nf    

Et Pour tout  0 1,x  on a :    1n

n nf x x g x   

D’où   0 1! ,n  /   0n ng    

3- a) On a :    0 2 0
2

ln n
n n n

n

g n


 


    


 

                                    
 

2
2

ln n
n

nn





  


 

                                    
 

1

2
2

ln
n

n n
n n

nn


 





  


 

                                    
 

1

2

n

n
n n

n

f
n








 


 

Et on a : 2n   ;  

10 1
0 1

1 2

n

n

n

n






  
   

   
 

                                           

10 1

1 1
1

2

n

n

n





  


 
   

 

                                           
1

0 1
n

n

n







  
 

 

                                           
 

1 1
0

n

n

nn n







  
 

 

                                            
1

0 n nf
n

    

Comme 
1

0lim
n n

  ; alors   0lim n n
n

f 


  

b) Pour tout entier naturel 2n   ; on a :     1
1 1

1

2
2

ln n
n n n

n

g n


 



 



  


                       

et       1
1 1 1

1

0 1 2 0
2

ln n
n n n

n

g n


 



  



     


 

                         1
1 1

1

2 2 0
2

ln nln n
n n

n


 




 



     


 

                        1
1 1

1

2 2
2

nln lnn
n n

n


 




 



     


 

D’où     1 12lnn n ng       

On a pour tout 2n   : 1 10 1 1 2n n          

                                                   10 2ln lnn       

                                                   12ln ln n         
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                                                     1n n n ng g    (car  n ng    ) 

ng  est strictement décroissante sur  0 1,  et  0 1,n   

Donc pour tout 2n   ; 1n n   ; d’où la suite  
2n n




est strictement croissante. 

c) la suite  
2n n




est strictement croissante et majorée par 1 donc elle est  

convergente. 

d) Posons lim n
n




 ℓ  

 
2n n




est strictement croissante ; donc pour tout 2n   ; 20   ℓ 1  

D’autre part on a : nf est continue sur  0 1,  ; donc      lim ln
n

n n n
n

f f


 ℓ ℓ 2- ℓ et 

Et d’après ce qui précède on a :   0lim n n
n

f 


   

Donc   0ln
n ℓ 2- ℓ  ; et comme ℓ 0  alors   0 1 1ln     2- ℓ 2- ℓ ℓ  

D’où 1lim n
n




  

III- Pour tout 2n   ; on pose :  
1

0
n nI f x dx   

    1- Pour tout 2n   ; on a :    
1 1

1 1
0 0

n n n nI I f x dx f x dx      

                                                 
1

1
0

n nf x f x dx   

                                                 
1

1

0
2 2ln ln

n nx x x x dx     

                                                
1

0
1 2 0ln

nx x x dx     

Car 

 

1 0

0 1 0

2 0ln

n

x

x x

x

 


   
  

 ; donc    1 2 0ln
nx x x    

D’où  2n   ; 1n nI I   

Donc la suite  
2n n

I


 est décroissante. 

On a : 
 

0 1
0 1

0 2 2ln ln

nx
x

x

  
   

  
 

                         0 2 2ln ln
nx x     

                         
1

0
0 2 2ln ln

nx x dx     

                        0 2lnnI    

   La suite  
2n n

I


 est décroissante minorée par 0 ; donc elle est convergente. 

2- On a :  
1

0
n nI f x dx   
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                    
1

0
2ln

nx x dx   

On pose : 

     

   
1

1
2

2

1

ln

n

n

u x x u x
x

x
v x x v x

n




    


    
 

 

D’où  

11 1
1

0
0

1
2

1 1 2
ln

n n

n

x x
I x dx

n n x

    
      

    
  

            
1

1

0

1

1 2

nx
dx

n x




   

3- On a : 

10 1
0 1

1 2 2

nx
x

x

  
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