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Correction Examen nationale 2020 Session de Rattrapage
GUESSIMALhS 2éme Bac SM A et B

Exercice 1 :

1= a)Seit d=pA9=>d|p et A9 et 97T =1pg = pg| 977 -1
=d| 977 -1

=41
=d=1
Do pA9=1

est premier
b) {P P =971 =1p ; daprés le petit Théoréme de FERWMET

pA9=1

Onaoanssi: 997 =1 pg = pg| 9771 -1
= JLcZ |97 1= kpy
= ' =kgelZ |9 —1=Fp
:>Pl94+/>*1_1
=971 =1
=99 =1 1

Deplus ¥ =1p=99"=9"p 2

l et 2=9=1p

2-a)Soit d = p—1 Ng ; dowc d g et qpremier alors ad€ 1y
Ov suppose d =4
ona:q|lp=1 1 et p<qg 2
DPowe p<g<p—1l=p<p—-1=0<-1;cequi est absurde
Par suite 4 =1 :don p—1 ANg=1
b) Owa: pP=1Ag=1;dovc dapres BEZOUT : J a4, €NJag—b p—-1 =1

97 =1p 9 “=1p
* =1 __ = b
9 — l P 9P*1 — 1 P
9 =1p
9% P*l

=1p
(97 =1 p

@ P,
b p—1+1
9 P

=9,
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9 =1p
= »

97 =9 p
=9=1p
=p|8
=pc 1,248

Or p est premier donc p =2
JA9—1 =97 =14 ; daprés le petit Théoréme de FERMET
Aona: ILeZ |97 A=fpg= K =kpcZ |97 -1=kYy
= it=1y
9t =1y 9t =1y
Dowc {9”411&/ :492‘94114 (¢ar p=2)
{92.941 =9 4

{y/ est premier
¢)

2 __
Poio1y =09 =1yg

= 4|80
=g € 1,2,4,5810,16;20,40;80 e+t ¢ premier
=>4d€ 25 etg>p=2

Done 4 =295

EXxercice 2. .
Partie T

1- a) Solewt A et B deux éléments de € et a un réel.

N X —Y —
Ona:aA+B=al0 z 0 |+]|0 z' 0
y x—z X ' ox'—=z" X

(ax+x") —(ay+v") —(ay+vy")
= 0 (az+2") 0
(av+y') (ax+x)—(az+2') (ax+x')

=M((ax+x);(ay+y')(az+2'))
Car ((ax+x');(ay+¢');(az+2')) e R®

(Va e IR{)(V(A;B) € Ez):aAJrE €E
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Donc € est uv sous espace vectoriel de 'espace (MS(R),Jr,X)

Xy Y
b) M(xy;2)=|0 2z 0
y X—z X

x 0 0 0 —v -y 0O 0 O
=0 0 0|+|0 O O |+|/0 2z O
0 x x y 0 0 0 2 0

1 00 0 -1 -1 0 0 O
=x/0 0 O{+yjO0 O O |+2/0 1 O
011 1 0 O 0 -10

=XU+yV +2W
Dowe ((//;\/;W) est uve famille aénératrice de l'espace vectoriel (E, +,><)

Soit (U + BV + yW = O)ume combinaison linéaire nulle des éléments u ; v et w.

a - B 0 0O
ad+pV+ywW=0<|0 ¥ 0 [=/0 0 O
p a-y « 0 0O

Dovc la seule combinaisow linéaire de (M} \/;W) qui solt vulle est celle pour laduelle

a=L=y=0;doi (UV;W) est une famille libre.

2- a) Soient M(x,y,2) etM(x'5y'52") denx éléments de € ; on a:
X o=y ooy (X

M(xy2)xM(x5y52")=10 2 0 [x|0 z' 0

y X—z X v x'—-z2' x

(xx'—yy") (—xy —y2' —yx" +y2') (—xy" —yx")

= 0 zz' 0

(x+xy") (= +x2'—zz'+xx'—x2') (—yy'+ xx")

(' —wy") =/ +yx") = (xy +yx)

= 0 zz' 0

(k' +yx) (' —y/')—22') (' =)
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=M((x' =) (k¢ +x');22")
Alors M(xy;2)x M (x5 2"y = mM((xx' —y'); (%' +yx');22")

b) (E,4,%) est un espace vectoriel réel ; done (E,+)est un aronpe commutatif.

On a aussi X est associative dans € (carE < M, (R)) et xest associative dans M, (R)
Bt comme Xxest distributive par rapport o +dans M,(R) ; xest distributive par
rapport a +dans € (carE < M, (R)).

1ot !

Done (E,+,%) est un annean de plus il est commutatif ; soient M(X;y;2) etM(xX'y'2")

! ! !

denx éléments de € s on a: M(x;y2)x (x5 2") = m((x' — ') (0 +yx'); 22")
= M((xx =) (¥ +yx);2'2)
=mM(x'ys2" ) xM(xy;2)

¢) Ov montre d'abord dque ¢ est uve bijection de C vers 7~

Soit M(4;17;0) une martrice downée de 7.

Bt on résout dans C* l'équation go(z,) = W(ﬂ)b}o) ;0N a .

o(2)=M(a,6,0) < p(x +iy)=M(4;1,0)

x - =\ (a —-b —b
|0 0 0(x|0 0 O
v X X b a a

Sx=a et y=b
Doit (V#(2:4;0) e F)(3N(z = at+ib) e C)/@(2) = M(4,£,0)
Done g est uve bijection de C vers 7~
De plus soient ((2 =k +1y),(2 = X' +iy')) e (C")z sona
p(2)xp(2")=M(xy,0)xM(x"y"0)

= M((x' = ') (xy' +ux');0)
et exe =(k+iy)x(x +iy)
= (' =) +i(xy + )

Done p(zx2)=m((x'—yy');(xy' +ux');0)
Pon p(zx2')=g(z)xp(2')
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Par suite pest un homomorphisime de (C*,x)vers (F*,x). Comme @ est une bijection de
@ @

C'vers F*.
Alors g est un isomorphisime de (C,x)vers (F7,x).

Ona: (C°,x) est un groupe commutatif ; pest un isomorphisme de (C*,x)vers (7*,x)

et (0(((C*,><)) = (F*,X) s done (F*,x) est un groupe commutatif.

Comme (1+10)est Lélément neutre pour (C*,x) ; alors @(L1+70)=M(L0;0)est I'élément

. . X 1y
neutre pour le gronpe ,x) ; de plus Sym . (x +1y) = 4
pour le groupe (F*,x) ; de plus Sy, (x +iy) [szz x2+q2J
Alors Sym_. (M(x;4,0)) = Sym_. (p(x +iy))

= go(Sn/mC* (x+ /'t/))

_ Xy
¢ X2+L/2 X2+L/2

X —Y
=M Y ;0
[X2+‘/2 X2+l/2 J

d) o (F,+) est un groupe commutatif

o (F*,x) est un grompe
e x est distributive par rapport a +dans F < M, (R)

® X est commutative dans F C €

Donc(F,+,X) est un corps commutatif ; est lunité du corps (F,+,%) est Iélément nentre

de la loi x dans F a savoir M(L0,0).

010 X -y -y 0 0O
2-a) Soit M(x;y;0)€F ;0na:{0 0 0|x/|0 0 0 |=(0 0 0
000/l ly x x) (00O

b) Supposons qu'il existe un élément W/(X} %0) €F inversible dans F et que m™(x;y;0)

. *
est son inverse daws(F ,X) Son A
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M (x;y;0)x M (x;4,0) =T
010 010
=0 0 0|xZ7=(0 0 O xl/Vl_l(X;L/;O)xWI(X;L/;O)
0 0O 0 0O
0 0 0 00
=10 O|lxZ={0 0 O
0 00 0 00

010 00O
=0 0 0|=|0 0 Ofceaquest absurde ; d'ont lanucun élément de F w'est inversible
0 00 0 00O

pour a loi de multiplication des matrices xdans M, (R).

2.éme méthode

D'aprés la duestion précédente on a (VX € VV/(X; V)O) € F) ;0nac
010 X -y —y 0 0O
0 0 0|x[0 O O |=|0 0 0];donectout élément de F est un diviseur de la
000y x x) loo0oO

matrice nulle dans F < My (R) ; d'on tout élément de F est non inversible pour la loi de

multiplication des matrices xdans M, (R).

Exercice 3 .
(E):2®+2z+m* +1=0
I- 1- Lediscriminant de (8)est: A=2"—4(m’ +1)=(2m)

« —2+2m° . A
Done les solutions de (E) sont: 2, = Tm ==1+imm et z,=-1-im

Dot S, ={~1—im; =1+ im}
2- a) Supposous due léquation (F):2°+2(1—1)2> +(1+m* —4i)z = 2i(1+m*) =0
adwet une solution imagivaire pure ai ; alors on a
(i)’ +2(1=7)(ai) +(1+m* —4i)ai = 2i(1+m*) =0
& —a’i-2a*+2d’ i +ai + mai + da — 2 —2m* =0
<:>—2(05—2)a—((a—2)052 —(a—2)+m2(a—2)):0
& 2(a-2)a—(a’+m* -1)(a-2)=0
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& —(a-2)(a®+2a+m* -1)=0
& (a-2)(a +2a+m*-1)=0
S (a-2)=0 ou a*+2a+m*-1=0

=>a=2
Done 2/ est une solution imaginaire de 'équation (F).

b) Ow remaraue due : 2°+2(1—7)2> +(1+m* —4i)z = 2i(1+m*) =0
2 =22 +22" —diz+mPz—2im* +2-2i =0
o (2-20)2° +22(2-2/)+m*(2-2i)+2-2/=0
& (2-2/) (2 +22+m* +1)=0

Done pour détermiver les autres solutions ; on résout I'éduation 2% +2z +m*+1=0

. . : —2+2m° . : R
D’apres la gquestion 1- les solutions sout @ 2, = — —1+imet z,==1—im ;Don
Sy = 1201~ im; =1+ im}

L Z/ﬁ X} Z’ﬁ
IT- 1- @ Qest wilien du segment [AB]= 24 = - -1

® P image de A par larotation r,=2z, -2, = (aﬁ —59)67
=p=(-1+m+1)x(-)-1
=>p=m-1
Z,+2, —1—|
o A est milien du seament [OB]= 2 , = 02 £ - 12/m

—ir

e () mane de B par la rotation r,=z,—2, = (aﬁ —574,)5 2
1+/‘//nj_1+/‘m
2 2

=z, :—/‘(—l—/'m+

1+ /m
=>z,=—

(1)

=z, = —%(l+ im)(1—1)

. 2, +Z2 1+
o B’ est milien du segment [OA] = 2, = 2 5 A — > i

e () imane de B par la rotation r,=z,—2, = (50 - ag,)57

( —1+/mj 1—im
=z, =] - —
2 2

N :—_%(1+/’)(1—/’m)

=z,=2,
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2- ) 4:—%(1+/m)(1—/)

1+im—i+m
2

_ l+m _(//n—lj/
2 2
—m

Dove Im(q)= 17

Dol 2,—25=2,—2,
=2iTm(q)
=i—im
=—i(-1+m)=—ip

=1 BG = OF

j—
A/@(Z/Q Z/?jz _%[2”]

2, —2,

Done (Ra;07) = _%[zﬂ]

D'oit RQ = OF de plus les droites (RQP) et (OF) sont perpendiculaires.

Exercice 4:

Pour tout x €[0,1] £ (x)=xm(2=x)

1- &) La fonction x (2 —x)est dérivable sur [0,1] comme composée de deux fonctions
dérivable sur [0,1] ; la fonction x > xIn(2—x) est dérivable sur [0,1] comme produit
de deux fonctions dérivable sur [0,1] ; et pour tout x €[0,1] on a

X
"(X)=m(2-x)———
() =in(2 )~
b) £"est dérivable sur [0,1]comme somme de fonctions dérivables sur [0,1] ; et pour
1 2-x+x
tout x €|0,1] ;ona: £"(x)=- =
1 2
= — —+ >
(2—)( (2-x) J

Dove £"(x) <0 sur [0,1] ; doit £ est strictement décroissante sur [0,1]
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¢) £ est continue et strictement décroissante sur [0,1] ; done £’ réalise ne bijection de
[0,1]vers f’([O,l]) = {—1;[\/12 - %} et Oe [—1;!\/12 — %}

Dol 'équation #'(x) = 0admet nne unidque solution o dans [0,1]
on a:f(a)=0=W(2-a)-—2—=0
2-«a
a
n(2-a)=—2—
=>Wh(2-a) 5

-
2
o

= al(2-a)= >
—a

F'(x)=0 sur[0;c]

2- a) f'est strictement décroissante sur [0,1]et £'(a)=0; done : {7”'()() <0 surfa;l]

Dot le tablean de variations de f

X 0 a 1
F'(x) 2 + 0 — —1
aZ

| N
0 0

b) On a pour tout x €[0,1] £"(x) <0 ; done (C) est concave sur [0,1]

¢) Ov déduit d'aprés la question précédente due toute les tangentes a (C) sowt an-dessus

de (C); d'on: (Vxe[04]) (V#e[01])/ F(x)<F (#)(x—+)+F(+)
d) Alors on pour + =0 et # =1 ; on obtient :
(Vx e[0,1]) ® A(x)<xF'(0)+F(0)=F(x)<xh2

o F(X)SFA(N)(x-1)+F(1)=>F(x)<—x+1
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2) Construction de (C)

P ——— - ——
2 |
- |
o | /
0
|

4) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C) ; axe des ordonnées et les
droites d'équations x =0 et x =1,

A= [ JF ()
_ ij(x)dx car £(x)=0sur [01]
- _[:xlm(Z—x)dx

u(x) = (2= )= ' () = =
On pose _ZX
: , X
V'(x)=x :m(x):?
2 Lo
X -1
Dot A=| =(2-x)| - [ x| — bk
" {ZM( )l LZX( —x}/
2
_ips d
2902 —x
2 _(4-x")+4
Ow a & —( )c)+
2—X 2—x
—(2-x)(2+x)+4
2—X
4
=—(2
( +X)+2—x
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II- Pour tout entier naturel n>2 ; on pose : £(x)=x"(2-x) ; (Vx €[0,1])

7‘%])(6[0,1]3{ 20 :>{ 20

2-x21 |W(2-x)20

Deplusona: £(0)=£(1)=0

b) £ est continue sar [0,1] et dérivable sur 10,1 comme prodnit de deux fonctions

continues sur [0,1] et dérivables sur 10,1 et ona. £(0)=£(1) ; dou daprés le Théorémé
de Rolle : (HOKM € ]O,l[)/ 7”'(05”) =0

2-a) f est dévivable sur 10,4 comme produit de deux fonctions dévivables sur 10,1 , et

=£(x)>0

Pour tout x €01 on g« £'(x)=m"*(2-x) - 2X
= X
- X
=x" N un(2-x)———
(M n(2-x) 2—Xj
=", (%)
od g,(x)=nln(2-x) _ZL ; pour tout x €[0,1].
b) g, est dérivable sur 10,1 pour tout x €[01]on a: g, (x) = o 2mx +f
2-x (2-x)
_-n(2-x)-2
(2-x)
_ —2n—=2+uK
(2-x)

Done 4., (x) est du méme signe que (nx —2n—2) ;ona.
xe[01]= x <1

=um—-2-2<n-2n-2<-(n+1)<0
Dod 4,,(x) <0 poar tout X € [0,1]
Far suite g, est strictement décroissante sur [0,1]
¢) g, définie une bijection de [0,1] vers [% (1).9, (O)] =[-1nn2]
et comme 0 € [=Lu2] ; alors (3ly €[0,1]) /9, (y) =0
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Daprés ce qui précéde on sait que . (Ela eo, ]{)/ F'(a,)=0
£+ Pour tout x €[0,1]ona . £'(x)=x""g,(x)
Pod (e, €101)/ g,(a,)=0

3-a)ona:g,(a)=0cnw(2-a,)-——=0

oSh(2-a,)= -

O<a <1
Etona:Nnz2, O<aM<l<:>
1<2-a,<?2
O<a,™
= 1
2 2 a,
<0< %,
2-q,
aw+1
<0< —+ <=
n(2-a,) n
<::>0<7§(05M)<l
"
comme lim L =0 ;alors im £(a,)=0
n—>+00 I 7—>+00
b) Pour tout entier naturel w=2 ;ona: %(am)znlm(Z—aM)—za”“
-

n+1

ot 9,(0,4) = 0= (n+1)n(2-,1) - 522— =0

2_am+1
=>W(2-a,,)+un(2-a,.,)- 5 f”;M =0
:>V|[VI(2 awrl) Zi{ir; :_IW(Z_aM+1)

n+l

D/Oﬂ? gw( 14+1) [V](Z am—l)
Onapoar toutwz22 :0<a,,,<1=>1<2-¢a,,, <2
)<W2

=0<n(2-«
= -m2<-(2-a,,)<0

n+l
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=9g,(a,.)<9,(a,) Car 9,(a,)=0)
g, est strictement décroissante sur [0,1] et a, €104

Done poar tout W22 ; a, <a,,,; dod la suite (a,) _, est strictement croissante.
¢) la suite (@), est strictement croissante et majorée par 1 done elle est
convergente.

d) Posons lim a, =1

7—>+0

(am )M22 est strictement croissante ; done pour toutw=2 ;0<a, <<

Dauntre part on a. f. est continue sur [0,1] ; done im £(a,)=F£ () ="n(2-1) et

n—>+00

Et daprés ce qui précéde on a : im £(a,)=0

Done 8'n(2-8)=0 ; et comme L £0 alors m(2-1)=0=2-0=1=1=1

Pod lm a, =1

n—>+o0

ITT- Pour tout w=2 ;on pose: I, = J.:ﬁ(x)i/x
1- Pour toutm>2 ;ona. I,,,— I, = '[: A (x)d —Eyf()c)i/x

(£ (1) £ ()

| (

(
= | (¥ m(2-x)—x"n(2—x))dk
(

[ ]
RS

[ ]
o o

| (x=1)x"(2-x)ak <0
-1<0
Car0<x<leq ¥ 20 yaone (x—1)x"n(2-x)<0
—-x)20
Do (Vn2=2), I <7
Done la suite (1) _, est décroissante.
0<x"<1
0<m(2—-x)<n2
=0<x"(2-x)<W2
1
=0< | x'n(2-x)ak <In2

=0<7 <n2
est décroissante minorée par 0, done elle est convergente.

Ona:0<x<l=

La suite (I,)

n=>2
1

2-0na: I, = | £(x)ak
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= jlx” (2 - x)ax
-1

{ =m(2-x)=>d'(x) = P

On pose : e

n+1

= =v(x)=

Pod I, =

n+l
_jlx x( -1 ]/X
op+1 \2—-x

14+1

_W+102—X

0<x™<1

3-Ona:0<x<1l=>
1<2-x<2

=0<7, <i
n+1

£t comme lim Lo 0 alrs lm I =0

n—vo g+ 1 —>+00
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