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Introduction des nombres complexes

. , . , . 2
Certaines équations n’admettent pas de solutions dans R comme : X° =—1.
On construit un ensemble contenantIR ou ces équations auront des solutions.

Définition : il existe un ensemble noté C contenant IR et un élément noté 1 vérifiant 1° = -1

C est muni de deux opérations I’addition notée + et la multiplication notée x qui prolongent
les opérations dans IR.
Les éléments de C s appellent des nombres complexes et s ’écrivent sous la forme X +1y ou

(X, y) eR?;C= {X + iy/(x, y) € Rz} s ‘appelle [’ensemble des nombres complexes.
Forme algébrique

(Vze (C)(H!(x, y)e RZ): Z=X+iy

Si x=0 alors: z=1y s’appelle un nombre imaginaire pur.

L’ensemble des nombres imaginaires purs se note iR

L écriture 7 =X+iy ol (X,Y) e R®sappelle la forme algébrigue du nombre complexe Z

Le réel X s’appelle la partie réelle de 7 et se note Re(z)

Le réel y s’appelle la partie imaginaire de 7 et se note Im(z)
Z estréel < Im(z)=0

Z estimaginaire pur <> Re(z)=0

Calcul dansC

Egalité de deux complexes

z=2'<Re(z)=Re(z") et Im(z)=Im(z")

z=0<Re(z)=0et Im(z)=0

L’addition et la multiplication dans C

Soient z=a+ib et z'=a'+ib" deux nombres complexes ou (a,a',b,b') ceR*ona:

z+z'=(a+ib)+(a+ib')=(a+a")+i(b+b")
zx2'=(a+ib)x(a'+ib’)=aa'+iab'+iba'+i’bb’'=(aa'-bb')+i(ab'+ba")
—z=—(a+ib)=-a+i(-b)

1 a—ib a . b

: 1
Sizz0alors: —= — ===l
z a+ib a“+b° a“+b a“+b
Remarque : les opérations sur C suivent les méme regle de calcul que dans R avec i°=-1
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Zx72'=0<2z=00uz'=0
Représentation géométriqgue d’un nombre complexe
le plan P est muni d’un repére orthonormé

(0.6,.6,).
1)Affixe d’un point
A tout nombre complexe z =a+ib ou (a,b) e R? ’ M2

on associe le point M (a,b)
Z s’appelle I'affixe de M et on écrit :

aff (M)=1z
M s’appelle I'image de 7 et on écrit M (Z)

et se lit M d’affixe Z

Le plan P s’appelle le plan complexe.

L’axe des abscisses s appelle [ 'axe des réels.

L’axe des ordonnées s appelle [ 'axe des nombres imaginaires purs.

M e (OX) <zelR

M e (Oy) <zelR

M =M< aff (M) =aff (M)

2) Affixe d’un vecteur _ R
A chaque nombre complexe Z=a+1b ol (a, b) e R? on associe le vecteur U = ae, +be,

Z s appelle ['affixe de U eton écrit : aff (G) =7
Us appelle I'image de 7 et on écrit G(Z) et se lit U d’affixe Z

aff (u) =aff (u) < u=u’

aff (u-+v) = aff (u)+aff (v)
si U a pour affixe Z et vV a pour affixe z' alors U+V a pour affixe Z+ 2"
. (‘v’aeR):aff (aa):axaff (G)
«  aff (OM)=aff (M)
+  aff (AB)=aff (B)-aff (A)=2, -z,
aff (A)+aff (B) _Z,+74

2 2

. | est le milieu de [ AB] ssi aff (1) =

Alignement de trois points
Soient A, B et C trois points d’affixes respectivement 7, , Z5 et Z.. A= B

A, B et C sontalignés @(HZER):A—C:EE
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S ((31eR)ize -2, =A(25-2,)

& Lo la eR
Ly —Zp
Propriéte :
trois points A, B et C d’affixes respectivement Z, , 7, et zZ.avec A # B sont alignés ssi
Zc —Z, CR |
Ly —Zp

le conjugué d’un complexe
définition :soit z = X +1iy ot (x,y)eR? .
le nombre complexe zZ = X—1Y s appelle le conjugué

de Z etse noteE

Remarque : M (z) et M (E) sont symétriques par

rapport a l’axe des absCisses.
Propriétés : soient Z et Z' deux nombres complexes .

)z=2z 2) z+2'=z+2' 3)zxz'=1xZ'

4)(%):% siz'#0  5)(VneN):z"=(z)

Conséquence : si P(z) est un polyndme a coefficients réels alors : P(z) =P (E)

donc : si & est racine de P(Z) alors o est aussi racine de P(Z)
Propriété : Soit ze C ona:

1) Re(z)z%Z et Im(z):% ie z+2=2Re(z) et z—z=2ilm(z)

2) Z estréel & 71=1 3) Z est imaginaire pur < 7=-17

Module d’un nombre complexe

Soit Z=X+1iy ou (x,y)eR2 .ona:\/zi_:«/x2+y2

Définition : soit Z € C . le nombre réel positif \'zz s appelle le module de Z et se note |z|
Interprétation geometrique
Soit M le point d’affixe 7 . |Z| = OM distance entre [’origine du repére et M

Si U est un vecteur d’affixe Z alors : HUH =|Z|

si Aet B sont deux points d’affixes respectivement z, et z; alors : AB = |ZB — ZA|
Propriétés : pour tous nombres complexes Z et Z'.ona:
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1)‘E‘=|z|:|—z| 2) |7 =zxz B)E:i2 1) |zx 2| =|z|x|z] 5)—|:u
2 |7 2| 2]

6)|2"|=|z|" 7)|7|=0<=2=0 8)|Re(z)<|z] 9)|Im(z)|<|]

10) 2| -z <|z+ 2 <z +|2]

Argument d’un nombre complexe non nul

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O, €, ez)
Définition :

Soit Z un nombre complexe non nul et M le point d’affixe Z.

On appelle argument de zZ tout nombre réel & tel que : (5{, W) = :9[27[].

un argument de Z est noté arg z

Remarque : *tout nombre complexe non nul admet une infinité d’arguments .si @est un
argument de Z

alors les autres sont de la forme €@+k2z avec 8+ k27 .onécrit: argz = 6’[27r]

e zeR| < argz=0[27]

Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Soit ze C . soit I le module de Z et & un argument de Z . le couple de coordonnée de
M (z) est (rcos@,rsin o)

donc: z=r(cos@+isind)

Définition : Tout nombre complexe non nul Z s écrit de maniére unique sous la forme
z=r(cos@+isingd) avecreR et feR.

Cette ecriture s’ appelle la forme trigonométrique de Z et se note [I‘, (9]

Propriété : si z=a+ib ou (a,b) e R? \{(0,0)} alors : Z=r(cosé +isin @)

. b
avec: r=+a*+b* ., cos(@ B sisin(g) -
( ) Ja® +b? ( ) Ja? +b?

et r=r
ropriétés : )[r, ]—[r’ ]C> 9;9'[2;;]

2) [r,0]x[r",0']=[rxr",0+06"]
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5) (vneN):[r,0]" =|r",n¢ |
6) [r,0]=[r.~0]
7 —[r,0]=[r.0+7]

Conséquences : 1) arg(zz')=argz+argz'[27]
2) arg Gj =—argz[27]

3) arg (zij =argz—argz'[2r]
4) arg(z")=nargz[27]

5) arg (E) = —argz[2r]

6) arg(—z) = +arg z[27]

Utilisatlon en ge’iométrie

Soient U(z) et v(z") deux vecteurs non nuls.

1) (a_ﬁ) =argz|2r]

2) (ﬁ) =argz'—argz[2x]

- = 7' 7
3) U et V sont orthogonaux <> arg — = E[ﬂ]

Z
— o ciR”
z
4) U et V sont colinéaires < argz— =0[r]
Z
& z eR”
z
AR R — Ip — ¢
AB,CD |=arg| -2—= |[27]
Iy — 1L,

Ecriture exponentielle d’un complexe non nul
Soit 8 € R .le nombre complexe C0S&+isin @ se note €'
Donc pourr € R’ le nombre complexe z =r(cos@+isind) se note re'

Cette notation s’appelle la forme exponentielle de 1
Propriétes :

0

1 ~ig e i(0-0)
2) =€ 3) 5 =¢
e e

1) aif o it _ @i(0+0)
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4) (ei‘g)n —e™ avecneZ 5) e =g 6) —e' =gl

La relation (em )n =e" signifie (COs@+ising)" =cos(n@)+isin(né)er s appelle la
formule de Moivre

eié’ + -8 i0
Formules d’Euler : COSO = T et SIn@ =

Forme trigonométrique de e +e'f

4 (em+ei(ﬂsj]=2m{a_ﬂ)eir;ﬂ)
R P

Equations du second degré
1) Racines carrées d’ un nombre complexe
Définition : soit Z € C . on appelle racine carrée de Z tout nombre complexe Z tel que :

72’ =7

Si Z =[p, ] alors : Z admet deux racines carrées {\/;,%} et —[\/;,%}

Méthode algébrique : Z =a+ib ou (a,b)eR*. on cherche z = x+iy tel que z° =Z

N
|
e
N
cD_.
N\
‘Q
N |+
hsy
Ne—
[l
N
L,
-
N
R
N
e
.
D
—
Q
+
N
+
3
N—

Ona: z° =X* —y* +2ixy et‘22‘=xz+y2 et |Z|=+a* +b* donc:
zzzz@{xz‘yzza
2xXy =b
X*—y’=a
S 1x2+y? =Ja’ +b?
2xy =b
eSoit /’équation(1):az’ +bz+c=0 oi ze Cet a ,b et csont des complexes aveca # 0

o ( , b cj ( bjg b? - 4ac ( bT A
Ona: az"+bz+c=a|z°+—z+— |=a||I1+— | ————|=a|| I+— | ——
a a 2a 4a 2a 4a

avec : A=hb’—4ac appelé le discriminant de I’équation (1)
-b
siA=0alors: (1) & z=—

2a
si A#=0 alors A admet deux racines carrées o et —o0 etona:
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, ( bjz 52 ( b+5j( b— 5)
az-+bz+c=a|| z+— —— |=a| z+—— || z+
2a 4a 2a 2a

donc : (1)<:>z:_b_5 ou z:_b+5
2a 2a

Théoreme :
Soit /’équation (1):az* +bz+c=0 ou zeC eta, b et ¢ sontdes complexes avec a = 0

A =b? —4ac son discriminant

Si A=0 alors I’équation admet une seule solution Z, = 2—
a
. . b5 bts
Si A # 0 alors I’équation admet deux solutions distinctes : z, = 2—et Z,= >
a a

ol O est une racine carrée de A
Cas particulier : si les coefficients a , b et ¢ de I’équation sont réels alors : A € R

—b-JA b+/A
———etz,=————

2a 2a
si A<OQ alors I’équation admet deux racines complexes non réels et conjugués l'un de
["autre :
b-iv-A b+iv-A
—F etz =——
2a 2a

Les racines nieme d’un nombre complexe non nul

si A>0 alors I’équation admet deux racines réelles 7, =

Z =

Définition: soient Z e C et ne N \{1} :
On appelle racine niéme de Z toute solution dans Cde [’équation 2" = Z

Propriété :
Si Z=re"” avecr>0et &R alorsZ admet exactement n racines niémes qui sont :

{\/— Q+2k771 avec k €{0,1,2,...,n -1}

Les images es racines niémes

Soient M, [’image de Z, ={Q/F§ ZE } avec k e{O 1,2,.. 1}

Ona: OM, :|Zk| =r donc les points M, appartiennent au cercle (C) de centre O et
de rayon Q/F
(OI\/I . OM k+1) =arg z,,, —arg z, [ 27|

52?7[[27[]
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donc [’angle (OM OM, +1) est constant

d’ou les points M, M, ,...etM_ _, sont les sommets d’un polygone régulier de n cotés

inscriptible dans le cercle de centreO et de rayon Q/F

Les racines niémes de ’unité
Les racines niemes de 1 s’appellent les racines niéme de I’unité

2K i<2%
Les racines niéme de I’unité sont : @, =|1,—— |=e " aveck e {0,1, 2,...,N —1}
n

Les images des racines niémes de I’unité sont les sommets d’un polygone régulier de n cotés
inscrit
dans le cercle trigonométrique

soit l’ensemble U = {Z eClz" 21}

1)sizeU alors zeU etz==
Z

2)sizeU etz'eU alors zz'eU

Propriété : La somme des racines niemes de l’unité est nulle

k
Z, = {1,k2—”} = {1, 2—”} donc : z, =21
n n

1-27]
1-z,
Relation entre racines niémes d’un complexe non nul et racines niémes de l’unité
Soit Z € C". soit @ une racine niéme de Z

"=72<7"=4a"

Z n
&S| =1 =1
a
Z . . L,
< — est une racine nieme de |'unité
a

& Z€e {aa)o, aw,..., aa)n_l} ou les @, sont les racines niemes de [ 'unité

Les racines niemes de Z s obtiennent en multipliant une racine niéme de Z par les racines
niemes de ['unité

Propriétes :

1) Soit b € C.L application qui au point M d’affixe Z associe le point M ' d’affixe
Z'=7+D est la translation de vecteur U d’affixe b

2 n-1
1§ Zpab iz b= =0
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2) Soient e C etk e R,
’application qui au point M d’affixe Z associe le point M ' d’affixe 7' avec

Z'-w=K (Z —W) est I’homothétie de centre Q d’affixe w et de rapport K

3) soient w € C et a € R . l'application qui au point M d’affixe Z associe le point M '
d’affixe 7' avec

z'-w=e"(z—w) estlarotation de centre Q d’affixe @ et d’angle ct

Remarque :
L’expression de 7' en fonction de Z s’appelle [’écriture complexe de [’application

f: P>P

M(z)»—>M'(z')
Preuve :
1) z2'=z+b<z'-72=Db
2) z'—a)=k(z—a))<:>QI\/I '=kQM

S MM'=u
' ia '~ ia
3) 1'-w=¢€"(1-0)= =g
71—
_a)‘:let arg(z_wjza[%]
Z— lI—@
< OM'=QM et (W,QM ')Ea[Zﬂ]
SM'=r(M)
ou I estlarotation de centre Q d’affixe @ et d’angle &

Résumé

On suppose que le plan complexe est rapporté au repére orthonorme directe (O,ﬁ,\7)
1)  Ecriture complexe d’une translation
Soit t une translation de vecteur u d’affixe z- .M (2') est I'image du point M (z) par la
translationt.

t(M)=M"' < z'=z+7

2) Ecriture complexe d’une homothétie
Soient h une homothetie de centre Q d’affixe z,, et de rapport k.M '(z") est l'image du

point M (z) par [’homothétieh .

hiM)=M' < z'-z,=k(z-2,)
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3) Ecriture complexe d’une rotation
Soient R une rotation de centre Q d’affixe z,, et d’angle 6. M '(2") est I'image du point

M (z) par la rotationR.

RM)=M' < z2'-z,=€"(z-12,)

Exemplel :
Reconnaitre les transformations du plan qui au point M d’affixe Z associe le point M '

d’affixe 7" avec :
1)z2'=z+1-i 2)z'=—-z 3)z2'=—-iz 4)z72'=iz+i-1 5)z'=%(l+i)z

Exemple2 : donner [’écriture complexe des transformations suivantes :
1) translation de vecteur u (1, 2)
2) homothétie de centre A d’affixe —1+1 et de rapport —3

3)rotation de centre B d’affixe 3—1 et d’angle %
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