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JUCSSINATHS

Exercice 1.

1) T

Il
S O -~
S ~ O

Caleal de T — A et A*

e 7 - A
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Correction Examen nationale 2012.5€ssion Normale

2éme Bac SM A et B
V5 -1
X~ — 0 0
0 2
O|etA=| O -2
1 0 11
@o 0
1 0 O 2
=lo0 1 0|-| 0o -2
0 0 1 0 1 1
2
= 0 1+2 1
0 0
%—ﬁoo
2
=0 3 1
0 - 0
@o 0 @o 0
2 2
0 -2 “Alx| 0o -2 —
0 1 1 D 1 1
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2
(ii:ij 0 0
2
=l o 4-1 2-1
0 —2+1 —1+1
=25 0 0
4
=l 0 31
0 ~ 0
2—-4/5 0 0
2
= 0 2 A1
0 10

2)Ona: A =T -A=>A+A=T

Dod A" =(A+T)

J5 -1 5
2
-l 0 -2
0 1
J3—1+1
2
- 0
0
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{A@4+I)=z‘
(A+I)A=T

>AA+IL)=(A+I)A=T
Done A est inversible et son inverse est (A+T).

Ol 10 0

11+l 0 1 O

1 O 0O 1

0 0
-2+1

1 1+
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B,
2

=l 0 —
0 1 2

ITI- pour tous réels a et b de lintervalle T =\, 40| ; on pose :
A% b =\ab* —aF —b* +2

1) Soient x ety deux réels ; On a : X*y* —x* —y* +2 = x* (b/2 - 1)— (L/2 - 1)+ 1

= (¥ =1)(y* —1)+1

Poe Y (k) € BE .y =i = +2.= (1 =) 1) +1

a>1 Z>
2) Svient a et b deux éléments de T =, 40 ;ona: { {ﬂ !

RS IR VER
{ﬂz—bo

—
b*—1>0

= (2" =1)(¥* 1) +1>1

:\/(az—q)(%—f\)ﬂ >1
> A~ — b+ >

= a%b>1
Done (a*b)e T
Dou * est une lol de composition interve dans T,
3) Ou rappelle que (R, x) est an groupe commutatif.
On considére lapplication : @ : R.—~Z
X=X +1
a) @ Montrons que @ est wn homomorphisme de (R, x) vers (I ,*)
Soient a et b deux éléments de R, ; on a:

p(axb)=(axb)+1

=\Jab +1
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0(a)* (L) =a+1xb+1
:\/\/ﬂ+12\/b+12—\/ﬂ+12—\/k_+12+2
:\/(ﬁ+1)(b+1)—m—1—b—1+2

= ab +1

Done p(axb)=o(a)*o(b)

Dod ¢ est wn homomorphisme de (R',,x) vers (I %)
® Soitye I ;résolvons dans R [€quation y = ¢(x)
Ona:y=p(x)ey=+Jx+1

Syt =x+1

& x =yt —1 5%((/2 —1)eR*+
Done l'dquation y = (X)) admet une solution unigue dans R,
Dod ¢ est une bjjection de (R’;,x) vers (I ,*)
Par suite ¢ est un [somorphisme de (R’:/x) vers (I ,*)

b) Comme (Rj,x) est un groupe commutatit et ¢ est un isomorphisme de (R’;,x)
vers (I,%) ; done (I ,*) est un groupe commutatif.

¢) Montrons que l'ensemble T = {\/1 +2" /me Z} est un sous-groupe de( I ,*).

On a pour tout meZ ; \NA\+2" >A ;donc J\+2" € T
Pou I'c T

ErJ1+2° =2 eT =T 2T

Soit x ety deux éléments de U | il existent n et m de L +els que :

X=J1+2" ety=J1+2"

Soit V':(W)’ linverse de y ; on a : X*‘/'=(\/1+2”)*(\/1+2W )'
olz)+(of2"))
=o(2)+o{(2")
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=J1+2"" el (car (n—m)eZ)
Done l'ensemble T = {\/1 +2" /me Z} est un sous-groupe de( I ,*).

Exercice 2 : (3,5 points)

I- O considére dans l'ensemble C l'dquation (E) iz +(2—1)az—(A+/)a” =0 ;oda
est un nombre complexe non nul.

1) Résolvons [équation (E)

Le discriminant de lquation (E)est : A=(2—1)" a” —4ix(—-(1+1)a”)

((2 —i) +4i(1+ /'))yz2

(4=4i-1+4/-4)a"

Pod z,=(1+i)a etez,=ia
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=—a
= (i)’
Donc les solutions de (E) sont . 2, = _(2_/).ﬂ+/ﬁ 2, = _(2_/)ﬂ_lﬂ
21 21
(I=2)a+ia _(i-2)a—-ia
2/ 2/
(i-2+i)a (i=2-i)a
2/ 2/
_(i=1)a4 _~24a
/ 21
_ /(1+./)p7 .
/
=(1+/)a
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2) a)Ona: 2z, =(+i)axia
=i/(1+/)a”
=(1+/)a”

Donc 2.2, =(—1\+1)a”

» o ¢ : A .
(On peut utiliser la propriete e .z, = — le produit des racines d'un polynéme de

a
2éme degré )
_ N\ 2
Z/,lZ/Z = (/\+—/)ﬂ — (_/\ + /')ﬂz
/
b) WMontrons que : 2.2, € R < Arg(a) = %{%}

Ona:zz, eRe Arg(ze,)=0[r]
& Arg((-1+1)a) =0[r]
& Arg(-+i)+ Arg(a™) = 0[]
& 2.49(a) = —Arg(—1+i)[n]

o 2.4rg(a) = —(n—%)[n]

& 2Ar9(a) ==X

o= 32

Donc z.z, e R Arg(a)= %{%}
ITI- Soit ¢ um réel non nul et z un nombre complexe non nul.
On considere les points A, B, C,; P et M daffixes respectifs | ;\+i ;¢ ,ic et z.
1) a) Montrons que . A; D et M sont alignés < (ic +1)z +(ic —1)Z =2ic

z -1

Ona.: A PetMsont éi/@MéS = elR

z2—Ic

z—1 z—1
At —= :

z—lc \z—Ic

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliquessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

z-1 2z -1

2=l Z 4

S (z-1)(Z +ic)=(Z -1)(z-i)

S zz Hlcz—2 —lc=22 —icz2 —z+1Ic
Slcz+z+ice —z2 =2

< (e+1)e+(ic—1)z =2ic

e

Done A, P et M sont alignés < (ic +1)z +(ic —1)Z = 2ic

b) Montrons que : (AP) L(OM) < (ic+1)z—(ic—1)Z =0
Z

Ona.: (AP)L(OM) < - 1e/R
ic —
=)=

ol —|=--
ic —1 ic =1
z z
< — ==
—ic=1 =1

< (le+1)e—(ie-1)Z =0
Done (AP) L(oM) < (ic+1)z—(ic=1)Z =0
2) Soit h l'affixe du point H le projeté orthogonale du point © sur la droite (AD).

a) Montrons que . h—(1+17)= L(M — )
¢
H le projete orthogonale du point O sar la droite (AP) ; donc :
{A,’P@hi/sow alignés < (e + )+ (ic =) =2ic (I)

(0;/)1_(/}p) < (ie+)h—(le=\)h =0 (IT)
Done de (I)+(IL) on obtient : 2(ic +A\)h=2ice= h = '&/iq
j
%

= h=—"
c—1

= h(c—i)=¢
=>a—-c—ih=0
=>h—c=in
=>h—c—ic=ih—ic

:M—ﬂ—/’zé(h—;)

:>M—(1+/'):£(h—§)

Done. h—(1+/):é(h—z)

b) D'aprés la question précédente on a . h—(1+1) = L(M —7)
¢
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Donc %H/) = 1/‘ = (@ﬁ/) = %[Zn]

¢
P () L ()
Exercice 3 :
On considére dans % equation (€) : 143x —1A5y =52

1) 4) 195 =1x143 +52

142 =2x52+249
52 =1x324+13
20=2x1%2+0
Done pged (145 ;A42)=13 , et comme 13 divise 52 alors (E ) admet des solutions

dans 7= .

b) le couple (—\,—\) est une solution particuliere de (E) ; soit le couple (x,y) € Z*
solution de (€) 7 on 4 '{14% 1?—%1); : 12:1?—%: 527 {11 X (1—11); : 1 :Zj) =4
= 1M =157 =11 x (1) —=15%x (1)
= 1(x +1)=15x(y+1)
= 11](15x (v +1))
E+ NANS =, done d'aprés le Théoréme de (GAUSS :
My+1=>y+1=1k (keZ)
Sy=—1+1k (keZ)
Ona: Nk +1)=15x(y+1)=>1N(x+1)=15x1k (keZ)
=>x+1=15k (keZ)
=>x=—1+15k (keZ)
Done si (x,y) e Z* ;alors x =A+15k ; y=—+1k (keZ)
Reciproguement ; on a : N(=1+15k)=15(1+1Mk) =15 -N+11x15k-15x M k=4
(A+15k,—1+11k) (k eZ) ; sont solutions de (E)

Far suite l'ensemble de solutions de (E)est : S = {(—1 +15k,—1+11k) (ke Z)}

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliquessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

2) Soit n un entier naturel non nul +el gue n A5 =1
Montrons que pour tout k e N on a : n** =1[5]

Comme 5 est un nombre premier ; daprés le Théoréme de Fermat on a . n” = n[5]
Et n NS =A daprés le Petit Théoréme de Fermat on a . n* =1[5]
Dod n** =1[5] ; pour tout k e N.

3) a) Montrons gue poar tout n e N* on a . n* =n'[5]

Solent x ety deux entiers naturels non nuls tels que : x =y|[4]
Ona:x=y[4]=(3keN)/x=y+ 4k

= (3keN)/ x—y=4k

=3k eN) /" =n**

=y =n* 5]
£t =1[5] s donc " =1[5] = L =[]

= n" =y'[5]

b) Pour tout n e N* ona:n' et n' out la méme parité ; done n'—n' est paire
dod 2| n" =" ; done v —n' =0[2] = n" =un"[2]

n =n’ [5] : X
Done 3 et 2 A5 =1, par suite = n" =n'[10]
n" =n'[2]

¢) Soit (x,y) un couple solution de (E) ; donc alors : (Ik € Z)
X=+15k ; y=A+ Mk = x—y =4k

= x=y[4]

=" =1'[10]

= =" =0[10]
Done pour tout n € N les nombre n* et n' ont le méme chiffre des unités
dans l'écritare dans la base 10.

Exercice 4 .

Soit n un entier naturel non nul,

X

) 4 o e
On considere la fonction £, définie sur R par: £, (x) = x +
"

—X

7)o lim 7, (x) = lim x+Z

X—>—0 X—>—0 17
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= lim X(/\_I_Lj = 400 [&ﬂ?/’ lim xe* = O_j

X—>—00 MX@X X—>—00
—-X
, ‘ € e
o limf£ (x)=limx+-—=00 (carlim ¢ = lim —=0)

X—>+0 X—>+0 17 X—>+0 X400 2

. o f(x . e "

2) a) lim £ (x) =40 et lim A ):hw\1+
X—>—00 X—>—00 X X—>—00 MX
= lim 1+%:—oo (car im xe* =0 )
X—>—00 nxe X—>—00

Done (CM ) admet une branche paravolique de direction l'axe des ordonées au veisinage

de —oo

0+ il )-0)= 45 )

. e”
= [im
X—>+00 n

=lim —=0 (car lim & =+ )

k=40 e X—>+0

Done la drofte (D) d'équation y = x est une asymptote obligue pour

(CM) au Volsinage de +o

—X

® Ona: ﬁ()c)—)czé
"

>0

Done (CM) est aun-dessus de(P) sur R
3) f, estderivable sur R, comme somme de deux fonctions dérivables sur R ; et pour

—X

¢

tout xeR ;ona:f (x)=1-
"

—X

B (X)=0o1-5—=0 ctx<—lm=c" 2y

"
i e
Set =0 = > 1
"
& x =y :>'\—5 <0 =£'(¥)<0
"
Tableau de variations de f, £, () =1—lan
X —0 —Iny +00
£, () - 0 "
+00 +00

L) | T
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4) Construction de la courbe (C%) (On prend £,(—,5)=0 , £,(-0,6) =0 et 3 =1,1)

\

5) a) Montrons que pour tout n>3 ;ona: ¢ <y,
"

e ¢
—<=<1
ona:nz23=<ny 3
n>e
e
_</\
i

Wy >1

e
= —<luny
7

e
Done pour toutn=>22 ;ona.: —<lwn,
n

b) Moutrous que pour tout n22 ; I'équation £, (x) =0 admet exactement deux

solutions x, et y, telles que : x, < —lwn et < y, <0
"

Pour tout n >3

® (a fouction f, est continue strictement décroissante sur |—oo; —lnn]

et f, (]—00,' —lvm]) = [ﬁ (—lnn), lim 7, (X)[ =[1—ln, +oo

&t comme n=22 ; alors 1—nn <0

Dod 0 € [1—Inn, +oo|

Far suite [equation £,(x) = 0 admet solution X, dans |-, —ln) , donc x, < —lvn

® (a fouction £, est continue strictement croissante sur [—an,; +oo|
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et £, ([lnn,; +oo] ) = [ﬁ (), lim 7 (x)[ =[1—lnn, +o0

&t comme n=2 ; alors \—Inn <0

Dod D € [1—lnn, +oo]

Far suite [Equation £,(x) = 0 admet solution y, dans [—lan; +oo[ .

1

€\ - ¢
0Mﬂ:ﬁ(—j=—+—
" "

n

i
=—|e"—¢
e

Etn=>22=n=>

. . —e
(car f, est strictement croissante sur [— ; D} < [~Inn, +oo] ;ona.
"

c —€

—<n=—-lwn<—)

" "

¢)o Ona:x, <= et lim—lwp=—o0 ;donc lim x, =—o0

7—>+0 7—>+0

° prz.'_—gst/ﬂso et lim _—520,'4/()%& lmvy, =0

Vi n—>+0 n—>+00
g(x)=—1-xlwix ; x>0

@) Soit g la fouction namérigue définie sur [0, 400 par . { (0) =1
g\0) =~
a) Wontrous que g est continue a droite en 0.

lim g(x) = lim (AA=xx )= (ear lim (xlax)=0)

x—=0" x—0" x—0"
£+ 9(0) = s dowe lim 5(x) = 9(0)

X
D'od g est continue 4 droite en 0.

— l
b) Vérifions gue pour tout n=3 g{—q _
XW XW
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"
1 n
o -——=—
X, ¢’
1 n
&S| —— :lm( _X)
X, ¢
| - =IVI(M)—IV](5X)
XW
1
S| —— |=(n)+x,
XW
1 1 1 1 1
Bt g —— |=A—| —— || = | & g| -~ | = A~ | —— |(n(n) +x,
l
@g _i — /\+M+/\
X, X,
1] n(n)
Sgl-——|=—+
g XM XM
l
¢) Ona: lim r_ limn g[—ij.ﬁ im x, =—c0= lim [—iJzo
N>+ XM 1—>+00 XM 7—>+00 1—>+00 XW
Done lim g ~ s i g(+)=—
n—>-+o0 XM +—0"
en posant . 1 = Z ;N —> 40 = X, — —0dlorst — 0"
XW
l
P od lim — =
n—>+0 XM
Exercice 5 .
W(1+2x
e s fonction F défin (=112 )
On considére la fonction ¥ définie sur [0,1] par : X 2x
F(0)=1
1) Soit x €[0,1]
Wontrons que pour tout + €0, x| on a : 1 1 <1
1+2x  A+27

Ona:tel0x]e0<+<x
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SIS A+ 27 <1+ 2X

Dt 1 < 1 <1
1+2%x  A+27F
2) Soit x € |0,1]
a) Montrons W@:F(x):é o
o440+
ona: XL%{—:ljxwiﬁ
0q+2+ 2% 1+2+
:_JD 1+2+

2(]«4 ___01+2¢ﬁ%)
% - Z[lmﬁ + ZJr)]D

_x (129
2 4
P/)M%IX ! d%z% £ _b(1+24)
X“90 142+ x“\2 4
_A_W(1+2x)
X 2x*
~F ()
2 rx T
Pone F(x)=—= at
o/ F() ijo1+2+
) WMontrons gue : <F(x)<1
) WMontrons o (%)
Four tout +€[0,x] ; Ona:
1 .1 = T T s
1+2x 1+ 271 ’\+2X 1+ 271
o j +d+<j y/+ij+d+
’\+2X 01+ 2t 0
2 2 ¥
P 1 ij T o<
1+2x 2 ], “01+2t 2 ],

z X
1 xX—S il J/%SX—
1+2x 2 01+ 21 2
1 2 ¢ T
J

< =
1+2x  Xx* 701+t
<F(x)<A

o at+ <A1

1
1+ 2%
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. 1 X
Ona . lim =1 ;donc lim F(x)=
=01+ 2.X x—0" F( ) 1

E+ F(0) =1, donc F est continue 4 droite en O.

3) En utilisant une intégration par parties ; montrons que pour tout x €[0,1] -

X 2 X z
[ =t +zj( ! jy#
oqr2t A+2x ol qror

u(+) = 1 ./4’(7”)=——2 >
On pose 1+ 24 (1+21)
VI(#) =2+ v(+)=17
2 o042
pone | —Z— i =| - -| M A
01+ 2t 1+2t 0 (1+2t)

2 B 2
Sp. +2j( ! ] o
1+ 2X o\ 1+ 21

4) Soit x € |0,A1]
4 o+ Y
Won+ LK) =—— at
a) Moutrons que : F'(x) X%J-O(/\“’Z“’j
ona:

X z X z X X z
[ +zj( \ )d+:>% AT +%j( i )a#
01+ 2+ 1+ 2X 0\ 1+ 2+ X901+ 2+ 1+42x  x70 {1+ 2t

= F(x)=— +X%IOX( ! jzi/f

A+ 2x 142t
2 2x2x ¢+ Y 2( x Y
=F'(x)=- - at +—
(¥) (1+2x)"  x* IO(HZJJ X‘Z(1+2Xj
2 4+ Y 2
S>FK)=-——m—— At +————
() (1+2x)°  x° jo(1+2+j (1+2x)°
40 + Y
X)=—-—= at
:>7:( ) X%'[D(’l+2+)
b) Montrons gue : —4 <F'(x)< LZ
3 3(1+2.4)
Dapres la question 1), on a .
1 1 T 7T
1+2%  A+2+ 1+2%  A+21
1 S R
= ———x+2< <+
(1+2x) 1+27
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2
:%xjx#%sr( i ).¢/+st+2.¢/+
(1+2x)" oA+ 2t 0

1 X2 o + Y, X
:>—2><—_[ +2.¢/+sj( j A<
(1+2x)" 2 o\1+2+ 3

2
kil e

1+2t

2
j d/%S—ix 1

2 (1+2x)

4 4 x( +
=>-—<-=

2 x>l q+2t

—4
3(1+2x)
¢) En utilisant le Théoréme DPes Accroissements finis 4 la fonction F sar l'intervalle
[0, x] Woutrer que : —4 < F(x)-7(0) < —4 2
2 X 3(1+2x)

l !
= —=<F(Xx)<

d) Soit x € |0,1]
1 W(1+27)

La fonction F o+ —— >
+ 2t

continue sur [0, k) ; elle est dérivable sur 10, X[
Done d'aprés le Théoréme DPes Accroissements finis .

(36, e Joiad) FEEO) g

est continue sur |0, x| et 4 droite en O ; donc

X

Dune part 0<é <x=1<(1+22)" <(1+2x)

Pone =2 < F(x)-F(0) L 4 i

E X 3(1+2x)
ttona: lim a == a , alors lim F(X)_F(O) = —4
x—0" %(1 4 2)() ) = X 2

Dod F est dérivable a droite en 0 et F) (D) = ? .
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