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GUBSSIRGLAS 26me Bac SM A et B
Exercice 1.
Partic A-
7- X +1l=(1-x+x")(x+1])=1l-x+x° =
( )( ) x+1
3
<:>1—x+x2—i: Y >0
x+1 x+1
E+x+121<:>igl
x+1
3
=N <x®
x+1

1
Sl-x+xP-———<x®
x+1

Done (vXeR+) ,-031—X+X2—i§)c3
x+1
2. 0na,; pour tout + >0

031—+++2—is+3:>0§j§[1—+++2—ijgﬁ#ﬂ#

7 +1 1+ +1
2 3 % 47*
=0< +—+—++——lm(++l) <
2 3 0 4 |,
2 3 4
S0<x- 4L _m(x+1) <
3 4
x> x° x*
Do (VxeR ) 0<k——+——ln(x+1)<—
2 3 4
FPartie B-
On considére la fonction daéfinie sur T =[0,+o0 par .
1
0)==
£(0)=1
—|
f(x)zw ;i Vx €[04

X

et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i f)
1- a) Montrons que ¥ est continue J droite en 0

On pour tout x 20

2 3 4 2 3 4 3 2
0gX—X—+X——lm(x+1)SX—:X——X—gx—lw(X+1)§X——X—+X—
2 3 4 2 3 4 3 2
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2
E+ comme lim (3—5) = lim (X——£+1) :%

x—0*

Ars i £ (x) :% ot £(0) :% : dowe lim £(x) = £(0)

x—0*t

Pod ¥ est continue d droite en 0

b) WMontrons que. £ est dériviable a droite en O

1 x X x 1 X 1 x°
Ona:=—2<f(X)<=-Z42=-2<f(x)-2<=
raiy 3 St ogry=gsfi)

£+ comme lim (f — 1) = 1 , alors lim 7:— =—=
x—0* 3 3 x—0* X 3

f est continue 4 droite en 0 et £,(0) = —

¢)Ona:limf(x)=lim [M]

X—>+00 X—>+00 2

X

2 [)1( 3 (XXJ; 1) IV]E(X_:_]_]-))

2

Wl

= lim

X—>+00 X

[
S £(1_£X+1j n(x Jrl)j:O
Kt ) X x+1

n(x +1
cor i L= i MY o i (X—”jzl
D A s e o | X—>+00 X

pod lim £(x)=0

Par suite (C) admet l'axe des abscisses comme asymptote horizontale au voisinage de
400

2-a) festdérivable sur |0,+o0| comme somme et quotient de fonctions dérivables sur

10,400 et pour tout x € 10,400 ;ona:

£(x) = (X—lm(21+ x)j'

X

(x =W(L+ X)) ¥2 = 2x(x —n(1+ x))

X4
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(1—1)x2 —2x(x —=(1+x))

_ 1+x
X4
XZ

X - —2x% + 2xn(1+ x)
_ 1+x
- =

—(X+X—2!m(1+x))
_ 1+x

X3
_ 9(¥)
X3
Done (Vx €10,4+0]) f’(X):—ﬂ)Ef) ; Od g(x)=x+ﬁ—2lv1(l+x)
+
1 2

v) Pour tout x €|0,+0| ;ona. 9 (x)=1+ —

1+ x) +1-2(1+%)
(1+x)°

X+ 20 +141-2-2x
\ (1+x)°

XZ

(1+x)

2

&+ comme x €[0,4+00[ ; alors (1+x) 21=0<

Pod (Vx €[0,400]) ; 0< 4 (x) < x?
¢)ona:(Vtel0x]) 0<g(+)<+*=0< rg'(+)y/+ < r+2i/+

0

3
Pone (Vx €[0,+o0[) ; 0<g(x) < %

3
d) On a pour +out x €10,400[ ; 0<g(x) S%: —

Dou la fonction £ est strictement croissante
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3-a) Tableau de variation de £
X 0 +00

F'(x) —

1
Fx) |2 \
0

b) Représentation graphiquement la courbe (C) dans le repere (O, i f)

1:51

1

Fartie C-
1- On considere la fonction W x /> £(x)—x ; h est continue sar [0,1] et dérivable sur
10,4 , de plus 1 (x) =£"(x)-1

Sachant gue —% <£'(x)<0 ;alors —% <n'(x)<-1

Done 1 est strictement décroissante.

1

Dautre part on a : h(0) = 5 et h(1) = 1-n(1+1)

e —1=-n(2)
Dod 1(0)x h1(1) <0

Daprés TVI [ il existe un unique réel a € 10,1 tel que : fla)=a

Uy ==
|, définie par 3

- MM+1:7£(MM) (VWEN)

a) Wontrons par récarvence que : (Nn eN) ;u, €[0/1]

2- On considere la suite (//1,4)

Pour n=0

ona:u,= % done uy €[0,1]
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Soit n€ N

Supposons que u, €[0,1] et montrons que u,,, €[01]

ona. £ ([01])=[£2).7(0)]= [1— v 2%} <[01]

Donc u, €[01] = 4,,, €[0,1]
Conclusion : (VneN) ; u, €[01]

b) WMontrons que : (Vn eN) ;

1
Mwﬂ—alsglmw—al

fest continue dérivable sur lintervalle [0,1] et (MW, a) e[01]" ; de plus on a

—% <F'(x)<O=|F'(x)| <=, en appliguant le théoréme des inégalites des

1
3
aceroissements finis 4 f sur [0,1) on obtient :

(4)-F(@) 510, ~al=la,—alk sl -al

¢) Montrons par récarvence que : (NneN) ;|u, —a < (gj
Pour n=0
1 1)
Ona:lu,—a I=I§—a <1, done | uy—a < :
Soi+ n€ N

n+l

Supposons que |u, —a |< (%) et montrons que | U, ,, —a |< (gj
Daprés la question précédente on a: |u,,, —a|< % lu,—a| (I)
Et Ihypothése de récarvence : |u, —a |< (%) (I1)

1 n+l
De(T) et (IT) sona:la, ,—als (g]

u,—al< (1)
3

d) comme (NneN) ;|u, —a|< (%) et lim (lj =0 (car-1< % <1), alors

Conclusion : (VneN) ;

n—>+00

la suite (MM) convergente et lim u, = a

neN n—>+0
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FPartie D-
1
Pour tout x € T, on pose : F () = Lf(+)d+
1- la fonction F est la fonction primitive de £ sar I qui s annule en 1 et { est continue sar

—n(1
T donc F est dérivable sur T et pour tout x € Tona: F'(x)= roniat A V'(Z +X)
X

2-a) En atilisant ane intégration par parties, calealons ¥ (x) = ij (+)dt
F(¥)=[F ()

:le_lm(3+x)y/+
x X
1 1
+)=+—-n(l++ "+)=1-—=—
O , M( ) Vl( ’ ):>M( ) 1++ 1++
N pose . 1 1
\/'(f):? :\/(‘f):—?

=n2-1+ i(X—l\/|(1+ X))+ li&/%
X 14+

=lw2—1+%(x—lv|(1+ x))+[m(@++)]

=M2-1+ 1(x—m(1+ x))+m2-ln(1+x)
X

= 22 = Zin(14 1)~ In(L+ x)
X

= 2lv12—(1+ 1jlm(lJr X)
X

Ponc (Vx € [0s4o0]) ; F(x)= 22— (1+ %jm(u 0

x—0" x—0" X

b) Ona:limf(x)=lim £2lm2—(1+ljlm(l+x)j

= lim (2m2—(1+ x)@

x—0"

): 2m2-1
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x—0" X

(car lim LMj =1)

¢) Soft A [laire en cm? du domaine plan limite par la comrbe (C). l'axe des abscisses.

l‘axe des ordonnés el la droite déquation x =1
1 112
A= jof(+)¢/+(“/ H )

= lim F(x) (20m)°

x—0"
=(2M2-1)x4 o’
=4(2m2-1) o’
Fartio E-
n=1

On pose, pour tout kde N : A, =1 (k)— _[:+1f(+)d+ et pour tout n de N° S, = ZAk

k=0
1- a) Vérifions que (Vk eN): 0<A, <F(k)-F(k+1)

Ona:k<t<k+l=F(k+1)<F(+)SF(k)  (car fest déeroissante)

= [F (vt < [F () <[ F ()

=~ (k) <[ £ (+) dt <—F (£ +1)

= 0<F (k)= [ F(#)d < (k) - £ (k+1)

=0<A, <F(k)-F(k+1)
Pone (VkeN):0<A, <F(k)-F(k+1)
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(car £(n)20et £(0)==)

Donc (VMGN*) ,0<s <

n

2
2- a) WMontrons que la suite (SM) . €51 monotone.

n n=1
Pour tout n eN" jona: S, =S, =D A =D A =A,
k=0

k=0

Et Ad'aprés la question 1- a) On a (VM € N*) ;A 20
ponc (VneN') ;S,,—S, 20

Dod la suite (SW) _ st croissante.

neN

: : L 1
b) la suite (5 M) » est crolssante majorée par B , alors elle est convergente.
1

¢) Posons (= 1lim S, ,'0%ﬂ.'51£f§%:>AOSESE

7—>+00

IA

(<

=£(0)= [ £(+)

N |~

:>%—(2lw2—1)§€£

N | =

:>§—2Iv12£€£1
2 2

EXERCICE 2.
. .. 1 3. Z
I- Soit m un nombre complexe non nul dovné et j = —=+ 7/ =¢ ° -

On considére dans l'ensemble C équation dincomue 2 (E,): 2 +mj’z +m*j =0

2 2\
1-Ona e j=¢?3 :>j3=(5 3}

:>J‘3 :62/# :l

2z Arx
o 1+, +/2=1+¢3 +¢3
:1—£+—3/‘—l—£/:0
2 2 2 2

2-a)Ona: A= (anz)z —4m?
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m? (1+ j)° — 4

m
m

(
2(l+ 2/ + J? —4j)
2(1—2j+j2)
[m(-)]

Done le discriminant de (E,) est A= m(1- j)]2

IV . .
b) D'od les solutions de (E,)) sont : 2, = & /244(1 J) 2, = i /244(1 J)
:m(—jz—1+j) :m(—j2+1—j)
2 2
=my =m

3- DPans cette question, on suppose que, m =1+
g +z,=m+m

=(1+/)(s+1)
=—/2(1+7)

/.477 T

— ¢ 35/4

(4r 7
/(?JT)
= —C€

EL
— e 2

2022
2022 /‘13—2”
Lone (al+az) =|—e

/.19>< 20227

/.3202><12 T T
=c 12 2

T
—

=€ 2
; N 2022
Done est an imaginaire par (al - az)
IT- Le plan complexe est muni d'an repére orthonormé direct (O,d,V ).

Soit @ la transformation au plan complexe qui de +out point M(z) fait corvespondre le
point M'(2') tel que . 2' =(1+) )2

1-0ona:z=(1+))e <2 -0=—;2(2-0)

272
<:>a'—0=—[5/3J (2-0)
Ar

<2 -0=(z2-0)¢" xe ®
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/(7[+47[j
<2 -0=(2-0)¢" °
&
<2 -0=(2-0)¢"°?
o 2-0=(2-0)3
Done [application @ est ane rotation de centre O est dangle %

2- On consideére les points A, B et C d'affixes respectives m ; my et my®

On note A(a') ; B' (V) et C'(¢) les images respectives des points AB el C par
lapplication @ et soient P(p), @(q)et R(r) les milieux respectifs des
segments [BA'] ; [CB] et [AC]

a)ona:e A(d)=p(A(m)) e a = me's

& a =-my’

o B(V)=0(B(m)) = b = //ryb/%
&b =—m)?
&P =-m
o ()= p(c(m?)) & o =i

& =—mytx P
& =—mx >
S =

b)P(p), @(q)et R(r) les milieux respectifs des segments [BA'] ; [CB'] et [AC']

2 2
.2 .3 .
Done qzmjz AN @'z—mj > 4
—wm D
2 2
2
:<W_m—m
2
2
4 =
S
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mj — my’* +//M—mj+mj2—m _

2 2 2

= ptgi+rt= 0

Done p+qj +rj°> =0
Jona:p+g+r’=0p+g+r(-1-7)=0

Sp-r=(q-r)J

C)P_FZJ
q—r
pP—r -1
= 1=
p—r 2
_7r)
o 222 ) - L
PR =GR
R S 2
) e

Done le triangle PUR est équilateral

EXERCICE 3

Solt n uan entier naturel strictement supériear 1.

On considére dans N* [equation : (£,): (x +1) —x" =ny

Soit (x,y) une solution de ['équation (E,) dans N* et soit p le plus petit diviseur premier
ae .

1- a) Montrons que . (x +1) = x"[p]
On a:(x,y) ane solution de I'équation (E,) dans N* ; done .
(x+1)' —x" =y < (x+1) = x"[]
Et comme p|n ;alors (x +1) = x"[p]

b) Montrons que : p est premicr avec x et avec (x +1)
Comme p est premier; alors pAX =1 ou pAX=p

Supposons que . pAx =p=x=0[p]
= x" =0[p]
= (x+1)' =0[p]
= x+1=0[p]| (car p est premier)
=1=0[p] (car x =0[p])
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= p|1 e qui est absurde car p>1
Pod prx=1
Comme p est premier ; dalors p A(x+1)=1 ou pA(x+1)=p
Supposons que . pA(x+1)=p = x+1=0[p]
= (x+1) =0[p]
= x" =0[p]
= x=0[p]| (car p est premier)
= p|x ce gui est absurde car p A x =1
Doid pA(x+1)=1
c)Ona:pnrx=1ctpn(x+1)=1donc dapres le Théoréme de FERMAT
K =1[p] et (x+1)" =1[p]
Dod (x+1)" =x"[p]
2- Supposons que n est pair, alors p =2
Done x+1=x[2]=1=0][2]
= 2|1 cze qui est absurde
D'od si n est pair alors [équation (E,) n‘admet pas de solution dans N?
3- On suppose que n est impair.
a) Montrons que . n A(p—1)=1
Posons n A(p=1)=d ; et supposons que 4 #1
Alors il existe un nombre premier 4 +el gue : g | d
Done g\ net g|p—1 ,dod il existe an nombre premier 4 +el que : g \n et 4 < p
(car 4| p—1) ce qui est absarde car p le plus petit divisear premier de .
Done d =1 et nn(p-1)=1
Daprés le Théoréme de BEZOUT il existe an couple (u,v )e 12 tel que :
m+(p-1Dv =1
b) q et rrespectivement le quotient et le reste dans la division euclidienne
de u par (p-1).

nn = n(p—1g +ur

Pone nu=np—-Dg+uw etm+(p-1lyv=1=
o (p-1g (p-1) {W:l—(p—lj\/

=unlp-Dg+uw =1-(p-1v
= =1-(p-Lv —ulp-1)g
= =1-(p-D(v +mq)
¢) On pose, V' =—(v +ug).
Wontrons gue: v' > 0
ona:v'=—(v+ug)=umw=1-(p-0V" ; supposons que v' <0
Alors 0<ur <1=>uw =0=r=0
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Done (p-1)|u=(p-1)|va+(p-1)v
=(p-1)[1
= p=2 cequi est absurde car p est impaire.

Poud v'=20

d) WMontrons que [équation (E,) n‘admet pas de solution dans N
Supposons qu'il existe un couple (x,y) € R? solution de (E,) ; on a alors :
(x+1)' =x"[p] = (x+1)" =x"[p]

-1 1+(p—1)v'[

= (¥ +1) =X Pl

= (x +1)((x T )V = x(x(”‘l))w [~]
= (x+1)=x[p]
=1=0[p]
=pl1 ce qui est absurde car p est premie.
Done l"equation (E,) n'admet pas de solution dans N*

EXERCICE 4 (3.5 points)

On rappelle que (@VZ (R),+,><) est un anneau unitaire non commutatit duni+é

10
‘- [0 1) ot que (Z,+,x) est an anneau commutatif anitaire et intégre.

sore={oton={ *ianrez]

1- a) Montrons que € est un sous-groupe de (Q% (R),+)

0 3x0
Ona.€ccHy(R)et €D car M(0,0) = 5 a et

De plus pour tous léments M(a,b) et M(4',6'") de €, on a

a 3b a 3
o M(ab)+m(a,b')= b i b

a+a 3(b+1) ,
- , et (ar(a+a b+b')eZ?)
b+b'  a+a

o a 3b a 3
QVV/(ﬂ,b)—M(ﬁ,b)z PR b DT
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~ a—-a 3(b-b") = 4 b eZ?)
= iy e | car(a—a',b—V') e

Done € est un sous-groupe de (CH; (R),+)
b) Solent M(a,b) et M(c,d) deux éléments de € on a .

M(ab)xm(c.d)=| ) 35](; 35/)

ac +3bd  3ad +3br
be+ad  3bd + ac

(ac+3bd 3(ad + be)
N\ ad+be  ac+30d

= M(ac +3bd,ad + br)
¢) Montrons que : (E,+,x) est un anmeau commutatif et anitaire.
E est an sous-groupe de (M (R),+,x) ; alors (E,+) est un groupe commutatif.
Et pour M(a,b) et M(c,d) deux dléments de € ; on a .
M(a,b)xM(¢c,d)=M(ac+3bd,ad + be) e €
Donc € est stable dans (M (R),x) ; et comme x est associative et distribative
par rapport 4 + dans M, (R) ; dod x est associative et distributive

par rapport 4 + dans €.

1

0

0 1 0
lj comme élément neutre dans M, (R) [ done T = ( 0 J

La loi x admet T 2{
l'élément neutre pour x dans E.

Far suite (E,+,%) est un anmeau commutatif et unitaire.

2- Soit @ lapplication définie de € vers L par . (V(ﬂ,k) S ZZ); p(M(a,b))= |p72 — 3k2|
Wontrons que : ¢ est un homomorphisme de (E,x) vers (Z,x)

M(a,b) et M(c,d) deux éléments de € ; on a :
o(M(a,b)xM(¢,d)) = o(M(ac +3bd,ad + br))

= ‘(m + BW/)2 —3(ad + %)2‘
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= ‘(w)z +6bdac +9(bd) —3(ad)’ —6bdac - 3(%)2‘
=|(a0)" +9(6d)* ~3(ad)’ - 3(r )|

gt p(M(a,b))xp(M(2,4)) =|a® - 36| x|¢* - 34°|

(4 -36°)(<* —34°)

() +9(6a)* ~3(ad)* ~3(22")

Done g(M(a,b)xM(¢,d))=p(M(a,b))xp(M(z,4))
Dod @ est un homomorphisme de (E,%) vers (Z,x)
3- Soit M(a,b)eE

a) Daprés la question 1-b) On a : M(a,b)x M(a,—b)

m

a° —3&2,0)

a° —Bkz)xl/M(l,

=(a*-30°) 1

VVl(ﬂ2 — 32, ab — bﬂ)
(

0)

b) Wontrer que . si M(a,b) est inversible dans (E,x) alors o(M(a,b)) =1

Supposons que M(a,b) est inversivle dans (E,x) alors o(M(a,b))est inversible dans

(Z,%) ; or les seuls éléments inversibles dans (Z,x) sont 1 et -1, dod :
p(M(a,b))=—1 ou p(M(a,b))=1

Et comme (p(//W(ﬂ, b)) est positif alors (D(//V[(ﬂ, b)) =1.
¢) On suppose que (/)(I/Vl(ﬂ,b)) =1.

Wontrons que . M(a,b) est inversible dans (E,x) et précisons son inverse.

Oona:o(M(ab)=1= |ﬂ2 —3b2| =1
=a* -3V =1 ou a°-3b*=-1

® supposons a° —3b* =1

Done M(a,b)xM(a,—b) =TI et x est commutative dans (E,x)

Dod M(a,b) est inversible dans (E,%) et son inverse est M (a,b) = M(a,—b)
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® supposons a° —3b* =1
Done M(a,b)xM(a,~b)=-T = M(a,b)x(-M(a,~b)) =TI et x est commutative
dans (€,%)
Dot WM(a,b) est inversible dans (E,x) et son inverse est
M (a,b)=-M(a,~b)=M(-a,b)
4- a) Montrer que : (¥ (a,b) e Z?),; p(M(a,b))=0c a=b=0
Ona:o(M(a,b))=0< |4’ -3%=0
= (ﬂ—\/gb)(pwx/gk) =0
S a-3=0 ou a+-3b=0
Sa=b=0 (er3¢Q)
b) Svient M(a,b) et M(c,d) deux éléments de € ; on a .
M(a,b)xM(c,4)=m(0,0) < p(M(a,b)xM(c,d))=e(M(0,0))
< o(M(a,b))xp(M(c,d))=0
= go(M(ﬂ,b)) =0 ou (/)(VM(&,%)) =0
Sa=b=0 ouc=d=0
< M(a,b)=m(0,0) ou M(c,d)=m(0,0)

Done (E,+,%) est un anmeau intégre.
¢) Ona . p(M(3,0))=9 =1, donc M(3,0)nest pas inversible dans (E,x)

Dod (E,+,x) nest pas un corps.
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