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gwm% 2éme Bac SM A et B

Exercice 1 :

I-1) Sovlent x ety deux éléments de T =[1,+ ,
Pone x 21 ety =1
Dot \x 21 et Jy 21

Alors (\/;+ \/; —1)2 >1

Far suite x Ly e[l,4o0]
On en conclut que L est une loi de composition interne dans I.
2) e Soient x et y deux éléments de T

Ozwz.'xit/:(\/;+\/;—l)2
(o5

Done la loi L es+ une loi commutative dans T.
) ® Svient x vy etz trols éléments de T

Ona:(x Ly)Le=(Jx Ly+z- )
=(\/(J?+ﬁ-1)z+ﬁ—1}2
= (Vi +y =144z -1)
=[J§+\/(\/§+\/Z—1)2—1j2
(VX Lz-1)

=x1l(yLz)
Donc la loi L est une loi associative dans T.
3) Soit e lI'€lément neutre pour L dans T.

Alors x e T OM&Z.'XJ.@Z&J.XZX@(\/)74-\/2—1)2:)(
= X+\/2—1=i\/;

2

1% Cas \/;+\/2—1:—\/;:>5:(1—2\/;)

2
Dans ce cas ¢ € I car podr X>Oo/4ﬂ.'(l—2\/;) <1

2éme Cas x +Ve—-1=Jx = e=1
©t le I , et comme l'élément neutre s’il existe alors il est unigue.

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp :

0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

Done 1 est l'élément neutre pour la loi L dans T.
x 2(x-1
I1- (dfz (]R)/+,><) est un anneau wnitaire. € = {VV/(X) = (0 ( . )] /xe R*}
1) Soient WM(a) et M(b) deux matrices de € ; on 4 :
a 2(a-1)) (& 2(b-1)
X
0 1 0 1

~ [ﬂk 2(ab -1)

()% ()

0 1
=M(ab)eE
Done € est une partie stable de (@V ,(R), +,><)
2) On considére lapplication : ¢ : R —>&
X > M (x)
a) Soient x ety deux réels de R* ;ona: p(xxy)=mM(xxy)
= M(x)>xM(v)
=o(x)xp(v)
Done @ est un homomorphisme de (R*,x) vers (E,%)
Soit M(y)un élément de (E,x) ; résolvons [quation d'incomue x : M(y) = p(x)
ona.:My)=p(x)m(x)=my)

x 2(x-1 y 2(y-1
©[0 ( ) )J:(o ( ) )]
Sx=y
Done ['equation M(y) = @(x) admet ane solution anigne dans R* x =y ; d'od
o est an isomorphisme de (R',x) vers (€,x).

b) On sait qu'un isomorphisme conserve les structures ; on déduit que (E,%) est un

groupe commatatif d'élément neutre ¢(1)=m

Vaumn

1 0
1)= [0 J et toute matrice

M(x)de € admet un /h\/é/”Ségo(lj = m(lj

o E |
X X ;A partiy de la
X X 0

1
structure de (R*,x).

A . 2;4 214+1 _ 2

¢) Soit ., une matrice de € ;ona . H, = 0 1

:[20" 2(21-1)}

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliqguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

(x 2(x-1)
1o
= mM(x) o x =2"
10
Done € < E 5+(0 1)6@6,%/0/*5@’6’7&@

2M 2M+l _ 2

Solent 4 =
vient H, [O .

2//14 2//l’i+1 _ 2 .
ettf, = 0 . deax matrices de €

(2 22 —1)J
0 1
on-m o q
o 1 J
=/, €€

214 2w+1 _ 2
Done 5 = {( 4 . J/ e N} est un sous-groupe de (E,x)
Exercice 2. ©
, 2\ 5
I- (E):2*—4{1+=i|e+=+4/=0
3 3
1) a) On vérifie par le caleul direct que le nombre z, =1+ %/’ est une solution de

l'équation (E)

b) On utilise la relation entre les deux solutions d'une équation de deuxieme degré qui

5 .
, 5 —+4
st 2, X2, =— ;onobtient. z xz,=—+4i &z, =
a 3 1+2)
/
3
5+12/
Sz, = .
3+ 2/
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(5+12/)(3-2/)

Sz, = 13
15+ 24 + 36/ —-10/
Sz, = 13
39 + 26/
z,=

13
& z,=3+2/

&z, =3(1+§/’)

& z2,=32,
Done la deuxieme solution de ['€quation (E)est z, =3z,

2) Ona: ﬂfg(al) =0 2r]

z, =1+ %/’ est solution de 'éguation (E ) / done
2 —4(1+ g/‘)al 24400 2 -4z £244i=0
3 3 3
5 .,
= 3 +4/ =3z,
5 .
= mg(g + 4/} = Zﬂrg(z,l)[Zﬂ]
5 .
N mg(g + 4/] =20[2r]
2
o2
3 3

Do §+4/ _13

&t ‘§+4/
3

II- Ou considere les points A ,B etQ) dont les affixes sont respectivement a ,b et @ .
Soit r la rotation de centre Q et dangle % sonpose: P=r(A)et B=r(Q)
Et p l'affixe du point P ; q l'affixe du point &,
1)a)Ona.:e ?:r(/})a(p—w):el.g(ﬂ—a))
@pz@jz(ﬂ—a))+a)
e 2=r(@) o (b-0)=c* (1)

iz iz
Sged=(b-w)+we?d

eg=c 3 (b-0)+o
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¢) On a daprés question 1)a) |1 p = £ (4-0)+a

x
P./)M,D—ﬁze/3(ﬂ—a))+a)—ﬂ

_ (5’2 —1]@ - o)

£+[2] &/25_/?(b—a))+a)

P/)Mq—bzé_/g(b—a))+a)—b

€ [/5 _1]@ \
) [5’3 _1]@;_50)

ﬂm&:P Z:
4 L@ s _1](%@)
w—a 1—25
= X
o=t 1-¢ 3
w—b
'y/4
P@%P_ﬂ:(w_ﬂj53
g—-b \o-b
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2- On suppose que : @ Z =c

2r 4i _ /~2i /4i ]
) L8725 o B ﬂ:(a) ”7)53 caone T2 203 2 e R
®—b qg-b \o-b q—b
Done AP = BG

Dod le quadrilatere APGB est un parallélogramme.
) ona ,D—ﬂz@jg(ﬁ—a))+a)—ﬂ

p—a =£1—6lgj(a)—ﬂ)

— =

Et+ d'aprés la supposition @

2
Done o —b =(w—a)e °

Dautre partona:b—a=w—a—(w—b)
2z

En utilisant la relation |5\ on obtient : b —a=(w—a)—(w=a)e °

2r

:(1_5’3 ](a)_ﬂ)

2im

Pomb—ﬂ:(a;_ﬂ)[l_gsj [6]

De 4] et 6] on dédnit que : o _ .
p=a iz
(15 3](a)ﬂ)
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Lonc b—a :/\/5
p—a

Pou ﬂfg(k
p—a

i

]E%[Zﬂ] @(W)Eg[zn]

Done | %M@/@(?’Aﬁ) est droit ; et comme le quadrilatere APGB est un parallélogramme
alors APQB est un rectangle.

Exercice 3 :
1- a) les nombres premiers dont les carvées sont inferieures 4 503 sont .

2,3,5,7:11,13,17,19 et aucun de ces nombres ne divise 503 ; par conséquent 503
est un nombre premier.

b) Comme 503 et T sont deux nombres premiers ; d'aprés le Théoréme de FERMAT .
7°%% =1[503] = 7°* =1[503]
Far suite (7% =1*[508] = 77 =1[503]

2- dians L léquation (E) :49x—6y =1

le couple (1,8) est une solution particaliére de (E) , résolvons dans 72 'dquation (£).

Et soit le couple (x,;y)de 72 solution de (E) ;on a dlors :

49x1-6x8=1_ .
s0x-6y=1 oD =8(=8)=

= 49(x-1)=6(v—8) (*)
= 49/6(y—8)
Sachant que 49 A6 =1 ; alors d'aprés Gauss ;on a: 49| (y—8) = (Ik e Z) / y—8 =49k

= (3keZ)/y=8+49
Et en remplagant y dans (x) on obtient 49(x—1)=6(8+ 49k —8) = x—1=6k

= x =1+6k
Reéciproguement 49(1+6k)—6(8+49k) =1

Done I'ensemble des solutions de Idquation (E) est S ={(1+6k,8+49k)/ k e 7.}

3-Onpose:N=1+T+T7%+ ..+ 7%7
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a) On sait que si u, =T" pour tout n € N est une suite géométrigue de raison T et

quel+7+7% + ... .+ 7% =

2008 _q

Dod N = = 7% _6n =1

:>72X72006—6X/\/:1
= 49x 7 —6xN =1

Donc le couple (17 N) est solution de quartion (E ).

o) OM“{ 1=1[4] :{ 7° =1[4]

= 1[4] " |7 = -1[4]

{ 7 =1[4]

7° = —1[4]

j{ 72006 51[4]

7 = _1[4]
En sommant les membres de ces congruences on obtient
147+ 7 +...+ 7" =0[4] &~ =0[4]
Daprés la question 1)b) on a : 7%°° =1[503] ; done 503] 7% —1
&+ on salit que 6N = (72008 —1)
DPone 503| 6N ; de plus on a : 503 A6 =1
Alors d'aprés GAUSS 503| N = N = 0[503]
¢) On a 503 A 4 =1car 503 est un nombre premier et (2% 2) est la décomposition en
nombres premier de 4 e+ 2503
On sait que . 4| N et 503 | N ; done 4x503| N
Dod N est divisible par 2012 .
Exercice 4 : (7.5 points)

I- Pour tout x €[0,400] : g(x)=Wm(1+x) _ﬁ
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1) Etudier les variations de g sur lintervalle [0,+o| .

1 (Q+x)-x
1+x  (1+x)
11
1tk (1+x)
1+x-1
1+ k)

X

C(1+x)

On a pour tout x €[0,+0] : g'(x) =

X
Done (Vx €[0,400[) 4 (x) =
(v <f0e]) ()=

Done (VX S [0,+oo[) :g'(x)=0

D'od g est croissante sur [0,+o0]
2) Soit x €[0,400] ,alors x 20= g(x)24(0)  (ear g est croissante sur [0,+o] )

£+ 9(0)=0 ,; Done (Vx €[0,+0[) : 9(x)=0

II- Svit la fonction numérigue f définie sur R par . £ (x) = 5”lv1(1+ 5‘”)

1) Ona.:e lim f(x)z [ivn 5*lm(l+5’)‘) son pose + =€, x — — dlors +—0

5le1(l+ 5’*) = 5*!\4(5’* (1+ 5"))
5”[14(5‘”) + 5”lv1(1+ 5*)
=—xe* + 5le(1+ 5*)

Pone lim £ (x) = lim (—xex +5le(1+ 5)‘)) =0

X—>—o0 X—>—o0

(car lim &' = lim x¢* =0

X—>—00 X—>—00

Dod lim £(x)=0

X—>—0

® lim £ (x)= lim 5le1(1+ 5‘*)

A lw(l+ 5‘”)
= lim ——=,onpose +=¢";x =+ dlors +—>0
X—>+00 é
Wm(1+e™ w(l++
Alors lim (f) = lim ( ) =1
X—>+00 é +—0 +
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Done lim £(x)=1

X—>+00

!

(1+ 5‘)‘)
1+

—X

2) Soit xeR jona. f(x)=¢cW(l+e™)+e" x

= 5le(1+ 5‘”)+ e" x —
1+e

= (lm(1+ 5‘)‘)— ]j;J
=c'g(e”)
Done (Vx eR) ; £'(x) = 5%(5‘”)

. ¢" >0
3) Ona(Vx eR) ,'{5 >0:>{
/)

e >0 (5‘”) >0
= 5*@(5‘*) >0
=f£'(x)>0
Dod le tableau de variations de .
X —00 +00
£'(x) +

O0<ef <1

5) Pour tout x € |[-LO[ ;ona.: 1< x < 0:>{

O<e*<e
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0<e' <1
- {O < g(@‘)‘) <g(e)
=0< 5*@(5‘)‘) <9(e)
pone (Vx €-1,0[) ; 0<#'(x)<9(e)

&) On considere la fonction h définie pour tout x € R ; par: h(x)=F£(x)+x
On a pour tout x e R+ ' (x)=F"(x)+1
Done (Vx eR) ; ) (x)>1>0 ;car £'(x)>0
Dod h est une bijection de [-1,0] vers h([-1,0]) =[ /1 (-1),»(0)]

=[#(-1)-17(0)]
=[£(-1)-1m2]
e+ (VxeR) ,; F(x)<1
Done £(~1)=1<0 ,; dod 0| £(-1)-1,u2]
Alors daprés TVIL [Equation h(x)=0 cad £ (x)+x =0admet une unigue solution a
dans 1-1,0
Uy =0

7)(a,) {MH =f(4,) (¥neN)

a) Wontrons par récarvence que . (YneN),; =1<u, <0

Pour n =0
Ona:uy=0 ;donc-1<u,<0

Soi+neN
Supposons que 1< u, <0 et montrons gue =1< u

“, SO:f(MM)Sf(O)
= —f(«,)=—#(0)

g 2—2=>-1

Daprés la partie I1-ona . (VxeR) ; £(x)=0
f(MM)ZO:—f(MM)ﬁO

n+l < 0

Pone =1<u, , <0

Conclusion : (VneN),; -1<u, <0

b) £ est continue dérivable sur R en appligunant le +Hhéoréme des Accroissements
Finis sar lintervalle de bornes u, et a ; selon lordre de u, et o dans R ; qu'on

<0

n+l

=>4,

=>u

notera ]a; MM|: ;alors :
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Acelasa|l|/ f(%)_f(a)
. - a,—o

n

dce |la;u| |/ f(mw)—f(a)‘:

=#(¢)

F(e)(a, - a)

MM—OK‘ (car £'(¢)=0)

Ace la;ull / —MM+1+05‘=7”'(&)

dee |ayu| )/ //zm—a‘:f'(&)

4, ~d

&t comme (Vx e [-1,0[) ; 0<F'(x)<a(e) et (¢ €]-1,0]) (ear (]a,'//zﬂ[ c ]—1,'0[)]
Alors 0<F'(¢) < 9(e)

Dod

4,0-a|<9(e)|u, -2

Done - (MneN)

A, — a‘ <g(e)u,— a‘

¢) On a d'apreés la question précédente . (NVneN)

a,., — a‘ <g(e)u, - a‘ ; donc

Mﬂ—a‘ﬁg(é) U =

b <00 e
’MS@(é)M —a‘

] < 9() =]

Done on maltipliant les membres des inégalités ; on obtient :

a,—a|<(9(¢)) |of
Et comme 1< a<0=|a| <1

Dod (VneN) /|u, - a‘ <(g(e))
d) Sachant que 9(€)<0,6 ; alors im (9(¢)) =0  (car -1<0<g(¢)<0,6<1)

1—>+0

A'od par encadrement on lim

1—>+0

MM—OC‘=0:> imu, =a

7—>+0

Exercice 5. (2.5 points)
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Py
1 Int
Ona:fF(l)= at =0
ks

2)a) On ala fonction + +— 1 est continue sur|0,+od| ; done elle admet une primitive
+

+2

y sur|0,+oo| telle que :
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v () -w (O = [ {25 Jar ey () =1

o\ 1+ +? L
Etona:F(x)=w(x)- w(%) ; done F est dérivable sur0,+oo| comme somme et

composée de fonction dérivables sur 10,+oo[ ; pour tout x € 0,400[ ;ona.

=2 v(})

iy ix
1+x% X2 1)2
1+] =
X
lnx 1 —In(x)
- 7t % 2
1+x° x° 1+x
XZ
o lx o n(x)

0
Pone (Vx €0,+o0[) ; F'(x)=0
b)Oona: (VX elo, +oo[) ;F(x)=0 ; Fest constante sur |0,+0 et F(1)=0
Done (‘v’x € ]O,+oo[) ; F(X) =0

x nt
7L + O/ / : =
3) pour tou Xe] +OO[ on a F(X) J‘i1++2
u(+) =t M'(+):1
on pose : 1 "
V() = — v (+) = Arctan(+)

Done F (x) = [t x Arctan(+)]i - [ ﬁ"”j‘“(*) i

= Inx x Arctan(x) — lm1 X AVG‘(‘&M(EJ — J‘XM%‘

1
X X . 1

= Inx x Arctan(x) +lnx x ArcMw(lj - J.XM%L

1
X X T

— [AV&+&\M(X) + Arctan (%Dlm — J‘fwdf

Done (Vx €10,+o0[) , F(x) = (AI’C‘MVI(X) - Awmm(%)}lmx — jf —Arﬁi\m(ﬂ at

X

4) On considére la fonction ¢ définie sur R par : ¢(x) = Arctan(x) + Arctam (i)
X
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@ est dérivable sur 10,400 et sur |—o0,0[ comme somme et composée de fonction usuelles ;

1
et pour tout x eRona . ¢'(x)= ! _ Xl
1+X 1+72
X
1 1 1
= —— X >
1+x%> x* 1+«
X2
1 1
= 2 220
1+x° 1+x

Done la fonction ¢ est constante sur chacan des intervalles |0,+o0| et |-0,0[ , alers

{w w0 o(r)=c |Ga=0(1)=2m0tan(-1)=-7

Vxel0,+0] ¢(x)=c, —¢(1)=2Ar0+m(1)=%
Vielwo0 ox)=-=
Do 2
Vxel0,+0[ ¢(x)= %
Far suite : (Vx > 0) Arcm‘a(lj == — Arctan(x)
X

5) Daprés la question 2)b) on

&

(VX e]o, +oo[) F(x)=0
D[“X J-x Arctan(+) =0
+

chJrjm(ﬂ =0

Lone (Ammm + Arﬁam(

x|

Pod Inx =

)
Arc+am(x)+Arc+am(Xj g

Dautre part (VX elo, +oo[) ; Arctan(x) + Arcﬁm(i) = %
X

x Arcton(+) I

Far suite : (Vx> 0) ; lnx = —J p
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