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g@ﬁ@%m&% Série n°20 exercices corrigés sur « Dérivabilité et Etude de fonction »
2éme Bac SM

Exercice 1

f(x)=3-x+x-1 six< 0

On considere la fonction f définie sur }oo;f[ par : .
2 f(x)=Arctan(§/§+tan x) six{o E{

Et (Cf )sa courbe représentative dans un repere orthonormé(o;f; ]).

1) Montrer que f est continue sur}—oo;%{

2) a) Calculer lim f(x); Iimm; lim Met Iimm.

X—>—00 X—>-0o X x—=0" X x=0" X
b) Interpréter géométriquement les résultats.
¢) Etudier la branche infinie de (C, )au voisinage de —.

3) Soit g la restriction de f a Z’intervalle[o;%[ :

a- Montrer que g réalise une bijection de [0;%{ vers lui-méme.

b- résoudre I'équation g™ (x) = x4 0u=g= €st la fonction réciproque de g .

C- Résoudre I'inéquation : 9~ X)&'X.

Corrige
1) Montrons que est continue sur}—oo;g[ Comme la fonction : x+—1—x est continue sur

|-o0; 0 (fonction polynemiale ) et comme Vx € |-o0;0[;1— x>0alors la fonction x> J1—x es
continue sur [-oe;0[ et par suite la fonction est continue sur ]—o0; 0] .Comme la fonction :

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
K
X
X > 3/ X + tanxest continue sur [ 5 [ ( somme de deux fonctions continues) et comme la
fonction“Arctan est continue sur IR alors la fonction : x+— Arctan(%’/; +tan x)c.a.d f est

continue sur [ 2[ ( composée de fonctions continues).

0%
XX
0%
2%
2%
2%
X
X
0%
0%
0%
0%
2
2)a) Ona :» lim f(x)=lim ¥1-x+x-1 )
X—>—00 X—>—00 ><><

X

0%

0%

0%

%z

= lim 3/=x i/i_E

X—>—00
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S S
S 3 -
X f 1-x
z = lim \/ u = —00 :
? X—>—00 —X >
S *
S *
I () :
% (Car lim J/=x =400 et lim — ¥/-——~ =) 4
< X—>—00 X—>—00 _X &
S *
‘ . f(x) . Y-x+x-1 S
& » lim L = lim <
: Xx—>—o X X—>—a0 X :
% . J1-x 1 %
3 = lim +1-= g
& o X X 5
S *
: fl— X 1
% = lim-3——=+1-—=1 ¥
& X—>—00 _X X &5
S *
. 1
% (Car I|m—3,/1 =0 etlim==0) 5
¢S X—>—00 —X X——0 X <
S *
: > tim )i 3V1‘X+X‘1 :
S . . *
X Xx—0 X x—0 X
X Pox-1, 2
% = lim <
K x—0" &5
% *
) ~ lim (1_ X) =N %
% 0 (Jl X = x+1) %
X . -1 2 X
g =lim / +1=— g
% 0 (31—x +31—x+1) 3 %
s s
) _f(x) /7 Arctan(%& + tan x) %
& » lim——==lim &
g x=>0" X x—0* X g
) i Arctan (€/§ + tan x) (€/§ + tan x) )
=1m X
g X0 (€/§ +tan x) X g
S S
) i Arctan (§/§ +tan x) 3x tanx )
=1Im X X
g X0 (%/; +tan x) X X g
s %
) i Arctan (i’/; +tan x) 1 tanx g
= 1im X 3|— X ——— = +00
g X0 (ﬁ/; +tan x) x> X g
s s
) _Arctan (§/§ +tan x) _ Arctan X , )
R (car |Ir(TJ1+ g/_ =|IF(T)1T=1(onpose X:\/§+tanx; R
X X—>
% (¥/x +tanx) v
X X
X tan x 1 X
g lim ——=1et lim 3/— =+o0) g
g x—0" X x—>0" | X g
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b) e Iirpyzg donc f est dérivable & gauche en 0 et fd'(O):g
3 Iirp@=+oo donc f'n’est pas derivable a droite en 0 .
c)Ona: lim @:1 ; calculons lim ( f (x)—x)
o lim(f(x)-x)= Iim(\3/1—x+x—1—x)
= lim (YA-x~1)=+a0
Donc lim @:1 et lim (f(x)—x) =+ d¢ou (C, )admet unebranche

parabolique de direction [’axe des ordonnées au voisinage dé —»o

. . 4 T
3) a- Comme les deux fonctions : x> 3/x et X — tan x sont strictement,creissantes sur [0;E

. . T .
alors la fonction : x> 3/x +tanx est croissante sur [O;E[ (.somme de deux fonctions

strictement croissantes)
Et comme la fonction Arctan est strictement croissante sur IR alors la fonction g est

strictement croissante sur [0;%[ (compasée dexdeux fonctions strictement croissantes),

comme la fonction g est continuesur [O;g[ (car f l’est), alors la fonction g réalise une

bijection de [O;g[ vers l’intervalle[O;%[ car ; g([O;%D =| g(0); lim g(x)

T
X—=
2

En effet, ona: lim g(x):%

x>
2

X—>+00

, puisque \lim</x + tan x = +o0 et lim Arctan(x):%.

v
X==
2

b-\Réselvons I’équation g~*(x)=xoU g "est la fonction réciproque de g .

Onax (VXe[O;%D g7 (Xx)=x<x=9(x)
= x=Arctan(§/§+tan x)

<:>tanx=€’/§+tanx
<Px=0
< x=0

C- Résolvons l’inéquation : g_l(x) <X

XK 0K KKK KK XK KKK XK K 0K K ok kK ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%M

g@é@%%%?@%%%?@%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&

K0 0 50K 0 50K 50K 0 50K 0 50K 50K < 50K 0 5K 50K < 50K 0 50K 50K < 50K 0 50K >
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(VX € {O%D g7 (x)<x < x<g(x)(car g est strictement croissante et g (g‘l(x)) =

& x < Arctan (ﬁ/; +tan x)

o tanx <X +tan x
Ix>0

Donc l’ensemble des solutions de [’inéquation g_l(X) < Xest l'intervalle [0;%[ .
Exercice 2

Smtflafonctlondeflnlesurlmtervalle} 721 par : f(x):_i
sinx

1- Montrer que f est une bijection de}o;%} sur un intervalle J qu'omdéterminera
Notons f ™ la fonction réciproque de f

2- a) Etudier la dérivabilité de f *a droite enl.
b) Montrer que f "est dérivable sur [1;+oof

c) Exprimer f’(x)en fonction de f(x):ﬁ

d) Déterminer ( f ‘1)' (x) pour tout x e Js=+oo[ .
Corrigé
La fonction f est I'inverse de la fonctions” X — sinx

1-
La fonction x> sinxest dérivable sur/IR et en particulier sur l'intervalle }0 ﬂ et
(VXE j - sinx# 0

—(sinx)'
sin’x

=— C_OSZX <0sur }O;Z}
SIN“X 2

Donc la fonction est'dérivable sur }0;%} et f’(x):

Done.f est strictement décroissante sur }0; %}

Puisque f est derivable et strictement décroissante sur }0 5 }alors f est une bijection de
} }vers f G ZD [1;-+o0]
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X
X
X
X
X
X
X
X
X
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O 9
&S -
o i }O;z} = f(z);lim f(X)| =[5+ &
z 2 2 | x-0* z
Lo (7 . 1 3
(car: f| = |=1et lim f (x)=lim — =+w) %
5 2 x-0" x-0" SiNX X
9 O
< <
+ 2-a) Etudions la dérivabilité de f ~*a droite enl. 3
© Ona: f'(l)=xe f(x)=1 %
< 1 <
: o —-=1 :
S sinx &
< <
5 < sinx=1 X
X ey X
i 2 X
< <
14 Et f'(zj =0 ; donc f"n’est pas dérivable & droite enl. g
S 2 &
< <
Cb) xe+o[ < fH(X) e [0;2] et f'(x)=0sur |0;= X
& 2 2 &
< <
< -1 7 - . 3 . -1 ' _ 1 X
- Donc fest dérivable su J1;-+oc[ et on a pour tout X & Lol : (f7) (%)= ) 2
£ 3
& Vs COS X X
c) On apourtout |0;—| ; f'(X)=—=
% ) P } 2[ (%) sin’x %
) Q= sin’x )
) sin’x )
£ 9
B sinx, [———-1 K
X _ sin“x X
XX - -2 X
g sin“x g
X 1 1 X
5  sinx sinzx_1 %
X XX
% —f f(x)) -1 %
: =1 (Oy(F () - £
. d)potmtout x e Jl;+o0] ;0na: )
3 (RO E— 3
¢ (%) ¢
3 1 3
: i ) :
3 (T (1700) -2 :
: S :
) —xy/x* -1 )
% Y L %
Donc (Vexel|l+oof) ;: (f) (X)=——xo

oo (vexefen]) s (12 (0-— -
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