Série n° 14 d’exercices sur « Notions de logique » 1ér Bac SM
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i Ecrire a I'aide des quantificateurs les propositions suivantes, étudier leurs valeurs de vérité :
§ 1) Pour tout entier relatif n il existe un entier relatif m tel que : N =3m.

2) Pour tous réels x et y il existe un unique rationnel z tel que : X+ Yy =12.

Il existe un nombre réel w tel que pour tout réel x : X< W .

4) Tout nombre rationnel est quotient de deux entiers relatifs.

% 5) Pour tout réel m I'équation X* —2mx—1=0 admet une solution dans IR .
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Exercice 2 :

1). Soient les assertions suivantes :
(a)(vx e [O;+oo[): Ix<x.
(b)(IxeR): x> =-7x .
(c)(VaeR)(VbelR): a’+4b* > 4ab .

(d) (VxeR): xzz% ou X &[-2;2].
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@ 2) a)- Les assertions (a) (b)(c)(d),(e) sont-elles vraies ou fausses ?
; b)- Donner leurs négations.

3) A et B deux parties de IN .Ecrire en utilisant les quantificateurs les assertions: A=, AnNB=J,AcB, Az B ;

(e) (VXEIR)(EIyelR) DX

Exercice 3:

Soient les quatre assertions suivantes :
Fia) (xeZ ) (FyeZ ):2x-3y =42
¥ (b) (vxeR)(IyeR): x+y>0

¥ (c) (eR) (vyeR): x+y>0
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2 (d) (AyelR ) (VxelR): <

v ( Y ) ( ) 1+ x? y

i 1.- Les assertions (a) (b),(c),(d) sont-elles vraies ou fausses ?.
2)- Donner leurs négations.

%) Exercice 4 :

P Soient f et g deux fonctions de IR dans IR .

% Ecrire a I'aide des quantificateurs les expressions suivantes et donner leur négation:
1) «f est strictement décroissante >>

W 2) « la courbe de la fonction f rencontre I'axe des abscisses ».

Les courbes (Cf ) et (Cg)se rencontrent en un point du plan.




9 6) « tout élément de IR admet un antécédent dans IR par la fonction g».

Raisonnement par implication contraposée

s Exercice 5 :

3

j1). Montrer que: (VxeR ) (YyeR ): X’y —xy’+y—x=(xy—1)(x-y)
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§2)- Montrer que: (VxeR) (VyeR): (xy—1)(x—y)# 0= x(y* +y+1) = y(x* +x+1)
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i Exercice 6 :
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% Xx+1 y+1
?1)- Montrer que : (VXe R —{1}) (Vye R —{1}): X # y:x—_liy—_l

j2) Montrer que: (VXelR ) (VyelR ):x=lety=1=1+Xxy=X+y
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#3)- Prouver que :(Vn €IN ): n? est pair = n est pair.
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W% 4)- Soient a et b deux réels strictement positifs.

¥: prouver que : ()a+b<c= a<%ou b<% (2) ab<c:>(a<\/50u b<\/5)

Raisonnement par équivalences successives

P# Exercice 7 :

b2 . 1
¥ 1)- Prouver que: (Va elR’ ) a+—2>2
PH a

2)- Soit x un réel.

A 2
9z Montrer que: X = \/E ouU X= —\/E &S —=1
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Exercice 8 :

1

W% 1)- Montrer que: (Va €R ) (‘v’b R ):— -6 <oa=-=b

2a+b 3

Résoudre dans IR I'inéquation suivante : /X+5 >4x-1.

x-1-1

W% 3)- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction f définie par: f (X) = ﬁ
Y X_

4)- Montrer que: (Vn € IN*) ;AN +l—\/ﬁ < %
n

Raisonnement par disjonction des cas

V2 Exercice 9 :

W2 1)- Ecrire I'expression suivante sans valeur absolue a I'aide d'un tableau de signes :(X €R );|2X—l‘ +|3X+4| .

2)- Résoudre dans IR I'équation : |2X —1| + |3X + 4| =7.
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% On consideére la fonction définie sur IR par: f (X) =mx? —mx+2 avec m un parameétre non nul.
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? Dresser le tableau de variation de la fonction f.

Raisonnement par I'absurde
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: Exercice 12:
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4 1) Montrer que: (Va €lR} ) Vl+a# 1+%
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¥ 2) Soit n un entier tel que n?n’est pas un multiple de 16.

n
* Montrer que E n'est pas un entier pair.
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3) Soient x et y deux réels positifs distincts.
Prouver que X° +3x+1# y* +3y+1.
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Raisonnement par récurrence
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Exercice 13:
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1) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n I'entier 32" _2" est divisible par 7.
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2) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n I'entier n®—n est divisible par 6.
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3) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n I'entier 4" +15n —1 est divisible par 9.
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¥ Exercice 14:

1)- Montrer que: (Vn € IN) ;3">1+2n .
Montrer que: (Vn eIN —{0;]; 2;3}) ;2" >n’
3)- Soit a un réel strictement positif.

Prouver que: (Vn e IN) ;(1+ a)" >1+an .

W Exercice 15 :

n(n+1)(n+2)
7 3
Prouver que : (Vn € IN*) Ax 2P +2x22 +3x 28 +...+nx2" =(n—1)x 2" 42

Prouver que: (Vn eIN —{0;1}) ; 1_% y 1

1)- Prouver que: (Vn € IN) s AIx2+2x3+3x4 +

1 1 1
l><2 2><3 3><4
1 1
+ =
1><2><3 2><3><4 3><4><5 4(n+1)(n+2)

4)- Prouver que(Vn eIN” )

Montrer que : (Vn eIN® )

Exercice 16 :

I On dispose de 9 piéces de 1 DH dont une seule est fausse et plus lourde que les autres.
¥ Montrer qu'on peut la détecter en utilisant une balance de type
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§; 1) Montrer que: (Vne IN) ;3 divise n < 3 divise n? .
W% 2) Déduire que \/é z@ .
¥ 3) Montrer que \/§+\/7¢Q.

§ Exercice 18 :

f(x)=x+vx+3 ;x>1

1)- Déterminer I'ensemble de définition de la fonction définie par: /1_ X +6
=——— :x<1
2X

(%)
b 2). On considére la fonction g définie sur IR par: ¢ (X) = |x—]4+3|2x +1|—|3—X|
a) Ecrire g(X) sans valeur absolue pour tout x de IR
b) Résoudre I’équation g( ) =0.
U(x)=x-1;x<2 |V(x)=x-2;x<3
U(X)=x"-4;x22" |V(x)= 2x+1; x>3

& 3)- Soient U et V deux fonctions définies sur IR par :

a)- Caleuler (U +V)(1) (U +V) g et (U +V)(7).
b)- Calculer (U +V )(X) pour tout x dans IR .

,‘ Exercice 19 :

1)— Soient a,b,c et d des rationnels, soit A un nombre non rationnel.

a) Montrer que: (a+/1b =C+/Ld)<:> (a: cetb= d)

b)- Application

Ecrire le nombre /12 + 6«/5 sous forme X+ y\@ , avec x et y des rationnels.
2)- Soient x, y, a et b des réels strictement positifs.

a)- Montrer que: 2,/Xy < X+Y

b)- Montrer que : 4+/ab < (1+ a)(1+ b)

% Exercice 20

# 1) Montrer les deux inégalités : (1) (Vx> 0)(Vy >0);/xy < XLZV (2) (¥x>0)(vy>0);

% 2) Soient x et y deux réels strictement positifs et n un entier naturel tel que : X+ y =1.
1

p 1 1
W Montrer que : (Xy)n £—4n etque: 2x2"<—+—
A y

3)Déduireque:(‘v’neIN)(VX>O)(VY>O); X+y=1= 1+% 1+% 2(1+2”)2
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