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JUBSSIRALHS 2 Bac SMA et B

Exercice 1

1) E est une partie non Vide de M ,(R)car T =m(1,0)e &
Soit M(x,y) et WM(X',y")deux matrices de € ; alors :

i) -me) =g 0[5 ¥
x—x" y-y
:[ 0 X—XJ
=m(x—x,y—v)eE (car(x-x,y—y)eR?)
D'od € est un sous-groupe de (@V ) (R),+)
2) a) Dabord € est une partie non vide M, (R) et (@V ) (R)+) est un espace

vectoriel réel,
Soit M(a,b) et M(¢,d) deux matrices de € et o un réel ; alors :

am(a,b)+m(5/”/):“(g] i]% Q
:((MM amﬂxj

0 aa+c
=M(aa+c,ab+d)et  (car(aa+c,ab+d)eR?)

Done E est un sous-espace Vectoriel réel de 'espace vectoriel (QV ) (R)+)

Soit WM(x,y) une matrice de €

W(w){g Z)
“la sJ{o o
S

T +4T S L P L
=XI +v. M_Olg =lo o

Done (L, T ) est une famille génératrice de E.
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| 10 0 1) (0 0
Solent a et B deux réels ; on a . aI+,BJ:WI(0,0)<:>a[ j+ﬂ£ j:[ J

0 1 0 0/]7l0 0
a f 0 0

Q[o a):[o oJ

Sa=p4=0

Pone (I ,J ) est libre ; alors c'est une base de € et on a MME est le nombre A’ éléments
de (I,7) ; dot dimE =2
3) a) € est une partie non vide M, (R) ; Soient M(a,b) et M(c,d) deux matrices de €

Ona: m(a,b)xm(z,d) =(§ ij{g Z/]

ac  ad + be
0 ac
=M(ac,ad +bc)e €  (car(ac,ad +br) e R?)
Done € est une partie stavle de (OV ) (R),x).
b) Four montrer que (E,+,%x) est un anmeau anitaire et commutatif,; on Verifie les
assertions suivantes .
o (E,+)est un groupe abélien
® x st une lol associative.
® X gst distributive par rapport 4 + dans E.
® X admet un Elément neutre.

® X est commutative dans E.
ona.

® £ cst un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel (@V ) (R)+) ; donc la

premiere assertion est Verifiée.
® La 2iéme et la 3iéme assertions sont VErifices au fait que € est une partie

stable de (@V ,(R), x) et que x est une loi associative distributive par rapport 4 +
dans A, (R).

® La 4iéme assertion est sont verifice car I = ( ] est l€lément neutre pour la

01

loi x dans E.
® Four la dernicre assertion ; Soient M(a,b) et M (5, A ) deux matrices de €

a b ¢ d
Ona:M(ab)xm(c,d)= o 1o
(e ad + be
10 ac
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(ea da+ cb
10 o2
ZW(&,i/)XVV/(ﬂ,b)

Done x est commutative dans €.
Far suite (E,+,X) est un anmeau unitaire et commutatit

4) a) Soient M(a,b) et M(c,d) deux élément de € ; on a .

M(a,b)TM(¢c,d)=mM(a,b)xM(c,d)—m(b,0)xm(d,0)
a b\ (¢ d) (b 0) (d O
(o ﬂj{o 4}_(0 k}{o p/)
ac ad+be\ (bd 0
0 J_[ 0 W/j
ac—bd ad + be
0 m—%/j
=M(ac—bd,ad +bec) e E
Donc € est une partie stavle par rapport ala loi T .
b) Soient (a,b) et (¢,d) deux couples de R? ; oy 4 :
p(a+ib)To(c+id)=mM(a,b)TM(c,d)
= M(ac — bd,ad + br)
= p((a+ib)x(c+id))
Dod @(a+ib)To(c+id)=(a+ib)xp(c+id)
Donc @ est an homomorphisme de (C*,x) vers (€,T)

¢) Soit M(a,b)une matrice de €', résolvons dans C” [‘équation : p(z2)=mM(a,b).
Oona.:p(z)=M(ab)ee(x+iy)=m(arb)
S M(x,y)=m(a,b)

X vy a b
v (o xj - (o ﬂ}
X=a
- {V ~
Sz=a+ib
Dod l'équation p(2)=M(a,b) admet ane solution unigue ; done elle réalise une
bijection de (C°,x)vers (E7,T) ; I€lément M(0,0) est exclu pour ¢ car il w'est pas
inversible par la loi T .
Ainsi @ est an isomorphisme de (C*,x) vers (E°,T) ; et comme (C',x) est an groupe

commutatif; alors @ transmis cett+e structure 4 (p((C*,x)) = (E 5, T) .
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De plus a pour élément neutre o(1+0i)=m(1,0) , et tout lément M(x,y) de E

L XZ_—:-/L/Z ] dans €.

5) a) Soient M(x,y) ; M(x',y" ) et M(X",y") trois cléments de € on a:

M(x,y)+M(x'y")y=mM(x+x"y+y")

M(x,q)xM(x'y") =M (xx" =y, xy" +X'y)

et d'une part

M(x,y)T(M(X )+ M(x" ")) = Mk, ) TM(X + X"+ ")
=m(x(x +x") =y (Y+y"), X (Y+y") +y (X +x7))
=M (xx"+ xx" =y =" x '+ xy" + g +yx")

adme+ un inverse M(

£t d'autre part .

(M) T(x' )+ ()T ")) = M (" =g’ 5"+ Ky )+ M (xx" =" xy" + X"y )
=M(xx =y + xx" =" xy + X'y + xy" + X"y)
=M+ xx" =y =" e+ xy" + g+ yx")

Pone (1) T(M( ") + M ")) = (1 T ) 5 (M1 DM )

Dod la lol T est distributive 4 gauche par rapport 4 +.

De méme on montrera que la loi T est distributive a droite par rapport 4 +.

On conclut que la loi T est distributive par rapport 4 + dans E.

b) On a montré les assertions suiviantes dans ce gui précéde :

o (E,+)est un groupe abélien.

o (£,T)est un groupe.

o T est distributive par rapport 4 + .

o T est commutative dans E .

Done (E,+,T)est an corps commutatif,

Exercice 2
A (z-20
7]&7]0Mﬂ,l>0%/’£¢/.'h(£)=£<:>/( .jzz
z—/
z—2/ )
— = —jz
z—|

Se-2i=—iz(z-1)
Sz-2i=—iz" -2
&2’ +22-2/=0
& 2%-2i2-2=0

b) Résolvons équation (E): 2> —2iz—2=0
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Le discriminant de (E) est: (=21) —4x(=2)=4 ; dvd les solutions de (E) sont

—(-2/)-~/4 —(=2/)+~/4
2

zlzf=/—1:k et e, =

2 ﬂ:/(z_—z/'/:j_ﬂ
n(z)-b /.(a—g/j_b

z—1
(z, 2/)
+ia
ez
(z, 2/)+b
—J
z—2i+ia(z-
2—2i+ib(z—

=/+1=u

/)

/)
e—2i+i(l+i)(z—1)
e—2i+i(-1+i)(z—/)
e—2+(-1+i)(z-7)

e—2i—(1+i)(z-7/)

z2—2—z+/+/z+1
z—2i—z+/—iz-1

iz—1+1
—jz—i -1

( /+1j
£

_ (z-(@+7)
(z,+ (1- )
(a (1+/))
( —(-1+1))

--()
Donc he)=a_ —(i:Z)

hiz)-b
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()l )l (5 e

= aro %} = ar@(z - Zj +arg(-1)[27]

= arg) Z/MZ/AJEN@ Z/M4Z/"}]+7r[27r]
N AN )= 7+ (57/; A [27]

3)a) Ona.:A, Bet M sont colinéairves ; done : (E—M;W) =0[r]

Alors (W,%TW/) =0[27] ou (W,;W) =z [27]

poi (B AN |-z =0[27] on (BN AN )~ 7 =7 [2x]

Done (B—M//;,%}—M;) =r[27] ou (B—M;,%}—Wl;) = 27|27

Y (B—M;M) =r[2x] ou (B—I/M;/W;) =0[27]

Done (B—VVI;,W) = 0[]

Ainsi A, B et WM’ sont colinéaires

FPar sulte A, B, M et WM’ sont colinéaires

b) On suppose que les points A, B et WM ne sont pas colinéaires.

pe)oa (e2a)o ) et

2, =2, z2,—2
— A m v B m c R
25— 2, Z2,— 2y
= A B, M et M sout colinéaires ou A, B,M et M’ sontcocycligues
= A, B, M et W' sontcocycliques car A, B et Wne sont pas colinéaires

Exercice 3

1) a) L'univers de probabilité est+ Q ={P,F}
Lexpérience consiste a répéter 10 fois le lancer | obtenir File est représenté par une

Oona: =-1leR
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variable aléatoire X qui suit ane lofi de Bernouille de paramétre p(P)

—p(F) ==

2

Done X associant 4 chague événement la fréguence d'apparition de pile dans une

série de 10 lancées A'od les valeurs que peut prendre X sont 2 i 3
10°10°10°
/ .
Q (x¥)={—:;0</<10
)= }
1 5
b X=Zl=p|l x=—
)P ( 2) P ( 1oj
1 5 1 10-5
=0l = 1==
@( 2)
ﬂ(&j(&j
55102/ \ 2
_10><9><8><7><6(£j10
© 5x4x3x2 \2
Ox4x7
:T
Ox7
_ 6
256
9 9 10
Ona:plXz—|=plX=—ou X¥=—
2/ ’D( 1o) ’D( 10 ° 10)
9 10
X ( 10) J ( 10)
1 9 1 10-9 10 1 10-10
“ulz)-z) venlz) (-2
10 10
3] (3
2 2
1
:11XF
1
1024
Pone ,D()( gj—i
10 1024
Exercice 4
F(x)=~x(nx)’ si x>0
£(0)=0
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1) a) ona: l f (i) = lim x (nx)’

x—0*

1 1YY
= lim 4><X4IV1[X4J
x—0"
1

On pose . +=x* ;donc x =0 alors +—0" et lim £(x) = lim (4+nt)° =0

x—0" x—0"

(car imtint =0 ) et £(0)=0 ; dod lim £(x)=7(0)

x—0" x—0"

Ainsi £ est continue 4 droite en 0.

b)ona: e lim£(x)=lim fx(nx) =40 @ar lim Jx = lim lnx =+

X—>+00 X—>+00 X—>+0 X—>+00

£ (x)

2
o i 2Ly X (0)°

X—>+00 X X—>+00 X

X2
2
. v x
= lim T
X—>+0 —
x4
1\2
: lnx*
= lim | 4x—
X—>+0 -
x4
1\2
: lnx?
= lim 4x -
X—>+0 -
x4

On pose . 1+ =x* ;donc X —> 40 alors + —> +o et

2
i 28 _ iy 4x(‘”—*j 0 L im0y
X—+0 X +—>+0 + toto
- ~ (X)L .
Ona.: limf(x)=+0 et lim ——==0 ,donc (C)admet une branche paraboligue
X—>+00 X—>+00 X

de direction l'axe des abscisses an Voisinage de +o .
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2) a)Ona: lim M: lim

x—>0* x—=0 x—0* X
= lim (1n%) =+ (car lim (lwx) = +oo &7 lim B,
x—0" \/; x—0" x—0" \/_

Done £ n'est pas dérivable 4 droite en O ; et (C)admet une demi-tangent verticale
dirigée vers le haut.

b) £ est dérivable sur |0,+o0| comme produit et quotient de fonctions dérivables sur
10,400 e pour tout x €10,+00] ;ona .

4

£1(6) = (V7 (1n2)?)

(IWX) 2[\4)(
o0 dx
(Inx +4)ln
SrNn

¢) ' (x) est du méme signe que (ax +4)ax ; d'od le tableaun de signe de £'(x) :

X 0 e’ 1 o0
v x - 0 +
mx +4 — 0 .+
F(x) + 0 — 0 +

Done 1+ est strictement décroissante sur [5‘4,l] et strictement crolssante sur

chacum des intervalles ]—oo;&“‘] et [5‘4; +oo[ .

oo o(E]] e[

Ponc ¥x €| 0,6 ], 0<F(x)< (ﬂjz

M([/,Q)_[f(l):f(é“)J—{"Gﬂ

Done N x € [5’4,1} ;0<F(x)< (ﬂjz
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2
On conclut que : N x €[0,1] ; 0<£(x) < (EJ
¢

2
Par suite Vx €[04] 7 0 < x (k) < (ﬂj
7

¢) Construction de (C)

5) Four tout x 20 ; F(x) = [ £ ()
a) f est continue sur [0,400] et 1e|0,+o0| ; alors elle admet une seule primitive
telle que . {(D(X) - .[1 £t
o' (x)=1(x)
Ainsi F(x) = [ £ ()t = [ £ ()t = (x)

Done (Vx 20) ; F(x)=—(x) ; comme @ est dérivable sar [0,+0[ ; alors F est
dérivable sar 0,400 ; et F'(x) =—¢'(x) =—F(x)

Par suite (Vx €[0,+90]) ; F'(x) = —/x (nx)’
b)ona:(Vxel0+0)  F'(x)= —Jx(Inx)’ <0

Done F est décroissante sur [0,+o0]

4) a) Calealons en utilisant une intégration par parties J.:ﬁ n+ dt

u(#)=mt ; a(+)=
on posé
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3
Done [ NFIntdt = 2[F e | =2 1\/:%
.[x 3 3

© ot

2 [\/;lm%l - J.Xlx/?ﬂ/fj

2 27 |
:§ —J;IWX—|: 3+ }}

X

3
2 _mw_éﬁﬂ

3
:—§(3x\/;lvnx+2—2x\/;)
= —S(X\/;(SIMX -2)+ 2)

Ainsi (Vx €[0,+00]) , J'Xl\/?lmfﬁ/% = —%(X\/;(:BIVIX -2)+ 2)

1
b) Soit x >0 ; utilisant une intégration par parties pour caleuler F(x) = I F(+)at

X

_ 2t

m(+)=(l\/|+)2 ;u(t)

7L
on posé :
24+
3

v (#)=NF ()

3
Alors F(x) = %[(Im%)z \/;T —%E@ﬁ

= ——+%(x\/;(3mx— 2)+ 2)

2(nx)* x~x L 24 xlnx _16xJx 16
3 27 271 27

2 2 8 16 16
= —— XX (nx) +=xJxlnx ——xvJx +—
3 () gl =2 o

Done (Vx >0) ; F(x)= —%X\/;(lwx)z +SX\/EIV1X —%X\/;+%
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¢) Soit A laire de la partie du plan délimite par (C) et les droites d'équations
x=0,x=1ety=0.

Alors A = Jj|7”(%)|i/+

=[F() e £(#)20)

= lim F(x)

x—0*

: 2 2 8 16 16\ 16
= lim | —=xJx (nx) +=xJxnx ——xJx + —= | ==
XL0+( 3 V(0] gt =22 27} 27

(¢ar = lim xNx (nx)’ = lim xJxlnx=0)

x—0 x—0"
Done A =28 (2em)” = 5%
27 27
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