Etude de fonction (Exercices corrigés)

Exercice 1 :
3 1

Soit f la fonction définie sur IR-{1} par : f (x)= X————)z et (C) sa courbe dans un

2 2(x-1
repére orthonormé (o,T,]).
1/ Calculer f(0) et f(2).
2/ Calculer lim (x); lim 7 (x);lim f(x) et lim f(x).
X(x2—3x+3)
(x-1f
b- Etudier les variations de f sur son domaine de définition et dresser son tableau de

variation.
c- Déduire le nombre de solutions de I'équation T(X)=0,

3/ a- Montrer que : (VxeIR—{-1}) f'(x) =

4/ Donner [’équation de la droite tangente a (C) au point M, (2, 0) :

3
5/ Montrer que la droite d’équation Y = X—E est une asymptote oblique a (C)

6- Construire dans le repére (OT])(M =1cm) la courbe (c) ; la tangente au point M, et

["asymptote oblique d’équation . Y = X— 5

Correction de ’exercice 1

3 1
f(X)=x—————— (¥XelR-{1
() = x> 2(X_l)z( < IR-{1})
1/ Calculons f(0) et f(2) :

3 1

.ef(0)=_>_=

Ona:*f(0) > 5
=2

3 1

of(2)=2-——=

(2) > 5

4-3-1
2
=0

2/ Calcul des limites :
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X—>+00

Ilm (X—gj:-i'OO Donc : Ilm f(X):+OO

: 1
. lim ——— =0
Ona: H_002()(_1)2

: 3 .
lim (X—Ej=—oo Donc : liM f(x) =—0

. 1
dlim| —— |=—0
Ona X—>1+{ Z(X—l)zj

lim (X—Ej _ oL e Tim F(X) = —oo

2 x—1"

x—1" 2 x—1"

Iim(x—gj _ L e Tim F(X) = —oo

Interprétation géométrigue :
La courbe de f admet la droite d équation X =1comme asymptote verticale au voisinage de —o

: 3 1
3-a-Ona: f(x)= X_E_Z(x—l)z (vxelIR-{1})
Donc : (Vxe IR-{1}) f’(x):[x—g—ﬁ]
= f'(x):—%x(—Z)x(x—l)_H
=1+(x-1)"
C(x-1)+1

(x-1)°
(x-1)(x=1)"+1

(x-1)

CX(x=1)?—(x2-2x+1)+1

(x-1)
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X(X2—2x+1-x+2)

(x-1)

X(x2—3x+3)

(x-1)’
b- Etudions le signe de /’(x) :
Ona: vxe IR—{l} x2—3x+3>0

D’ou: f'(x)= (vxeIR-{1})

Car :A=9-12=-3<0 Donc le signe de f’(x) est celui de X

(x-1)°
Tableau de signe de f’(x) :
X -00 0 1 +o0
X ) ? +
(x-1)° - fr | *
, + 0 - +
/&) | |
D’ou : f est croissante sur |—o;0]u J1;+o0] et decroissante sur [0,1].
Tableau de variation de f :
-00 0 1 2 +o0
X
) + q - +
Sx)
-e +00
f(x)
-00 “+00 -00

C- d’apres le tableau de variations ci-dessus on remarque que f's ’‘annule en un seule point

Xo=2.
4- [’équation de la tangente a (C) au point M, (2,0) est :
y="f'(2)(x-2)+f(2) (ona:f(2)=0etf'(2)=2)
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= I'équation de Iy =2x—-4

5 ona: Xlquo(f(x)—(x—gnzJlrﬂo(f(x)—(x—gjj
[car lim (— 1 = |= lim (—%J_OJ
ol 2(x=1) ) ol 2(x-1)

3
D’oui la droite d’équation Y = X_E est une asymptote oblique a (C) au voisinage oo

6- Construction graphique.

y=2x‘54

Exercice 2 :
. . . 2x2-1 S
On considére la fonction f définie par : f(X)= 3 — 1+ X2 gt soit (Cf )sa courbe

- —

representative dans un repere orthonormé (0, i, j).
1- Déterminer D domaine de définition de f et verifier que f est impaire.
2- Calculer JLTO f(X) et )!'_)rgl f(X) ; puis donner I'interprétation géométrique au résultats

détenues.
3

- - (VxeD) f'(X)=———
3 Montrerque.( ) () N

4- Construire dans le repére (o,i, ) (c,).

5- Soit g la restriction de f sur l’intervalle]O, +00[ :
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a) Montrer que g admet une fonctlon réciproque g définie sur un intervalle J a
déterminer.

b) Montrer que g~ est dérivable sur J.

. -1 N N o
c¢) Construire la courbe de g ~ sur le méme repere(O, I, )

Correction de ’exercice 2
2x -1
f(x)= J1+x2

1/0XeD<:>X #0

Puisque (VX € IR)< x#0 Don D =]-o0,0[ L]0, +o[ .

Vérifions que f est impaire :

eOna Vxe ]—oo, 0[ U]O, +oo[

:(—X) € ]—oo, 0[ U]O, +oo[

2(—x)2 -1
(-x)

-2x* -1 > o
T 1+x"==f(X)  Donc f est une fonction impaire.

e F(-X) = 1+(—x)’

2
2/0na: VX>0 f(x):zx3 1 Xz(1+ij

X X2
2 _
2x3 1 1+i
X X2
X{Z—lzj 1
X X2

X2 X2

DWImeLﬁm(—%}ﬁ+%
X—>+ X—>+0 X X
1

lim f(x)=2 (car Iim—:Oj

X—>+00 X—>+0 Y2

Calculons lim f(x)
x—0

. 2x% -1
Ona:® lim——=-o
x—=0" X
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Donc lim f(X) =—o0
x—0"

Interprétation géométrique :

e lim f(X)=2 : signifie que la courbe admet une asymptote horizontale d’équation Yy =2 au

X—>+00

voisinage de +oo,

¢ "rgl f(x)=—0 . signifie que la courbe admet une asymptote verticale d’équation
X—>

x =0(l'axe Oy) au voisinage de -co.

2x2-1 2x2-1 .
3/ona: f(X)= " V1+X2 |a fonction X — = estdérivable sur IR".

Donc la fonction f est dérivable sur D eton a :

f'(x):(znglmj' (¥xeD)

X

!

= f'(x) :(Zx;—lj J1+x2 +(2X23_1j(»\/1+ x2) (VxeD)

X

NG NG

_4x*—6x" +3x2

X6

4x*—6x" +3x°

XG

_=2x4+3x% -2x*+3

NG x*

s (Vi) =2 = X

21+ xe 1+ x2
, —2X%2+3 2x2-1 X
Don: | (x)=—x4 xf1+x2+ 3 X

1+ %2
(~2x243)(VL 2) +(2x2-1)x2
- X* 1+ X2

C(—2x2+3)(1+x2) + 2x* — x2

x* 1+ x2

abdelaliguessouma@gmail.com Page 6

2x2—1Y 4x.X° —(2x2—1)x 3x2
Ona: =




3
(VxeD)f'(X) =——
DOﬂC.( = ) ( ) X4m

4- Construction de (Cf) dans le repére (o,T,]).

G

5- a) g la restriction de f sur ]0, +OO[.

Donc g est strictement croissante sur ]0, +00[ d’ou g admet une fonction réciproque g

definie sur l'intervalle.

3= 1 (J0, 1) = Jtim £ fim £00[ =]=:2]

3 3
"= () = — == sur ]0,+oq .
b) Ona (X) X4\/1+—Xzsudeoncg() x“WSW] oo[
:>(‘V’Xe]0,+oo[) g'(x)#0
=g est dérivable sur J

c) Construction de la courbe de g 'voir le graphique ci-dessus.

Exercice 3 :

1
: - Afini - f(X)=
Soit f la fonction définie par : T(X) 2-Jx

1- a) Déterminer Ds le domaine de définition de f.

b) Etudier la dérivabilité de f au point X, =0a droite. Interpréter géométriquement le
resultat.
c) Calculer lim f(x); lim f(x)et lim
X—4~ x—4" X—>+00
2- Montrer que : VX< 0,4 f'(x)= 2 puis dresser le tableau de variation de f
24x(2-Vx)
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Guessmaths

- - -

Exercices et sujets de maths corriges
3- Soit (c:f ) la courbe de f dans un repére orthonorme (unité : 2cm).
a- Etudier les branches infinies de (C,)
b- Résoudre dans IR I’équation . f(X)=X.

c- Construire la courbe (C, ). (On accepte que le point A(g,ﬂ est un point d’inflexion

3+«/§
2

et que =2,6)

4- Soit g la restriction de f sur intervalle | =[0,4].
a- Montrer que g admet une fonction réciproque g “sur un intervalle J & déterminer.

b- Donner [’expression de g‘l pour tout x dans J.

i . . - = . ]
c- Construire dans le méme repére (O, I, J) la courbe de la fonction g .

Correction Exercice 3 :

1
Cf(X)=———
Ona: () 2_\/;

Va Df:{XEIRIZ—»\/X;tOetXZO}

=D, ={xeIR/x#2etx>0|

=D, ={xeIR/x#4 etx>0}
= D, =[0,4[ U ]4,+o]

) f(x)-f(0
b- Calculons |'m+(—( )1 )]
x—0 X
11
Iim(—f(x)_f(o)jzlim 2=3x 2
x—0" X x—0" X

) 2—2+¢x ) 1
=lim| ——— [=lim = 400
X—>0+[ X ] x—0* 2 lx(z_ lx)

Donc f n’est pas dérivable a droite du point %, =0

Interprétation géométrique :

La courbe de f admet une demi-tangente verticale a droite du point d’abscisse %, =0 dirigée
vers le haut.
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Exercices et sujets
c- lim f(x)=0;lim f(x)

X—>+00 X—>4~

2/0na: Vxe|0,4[ U4+

H :(2—1\& ]
=)

o)
sl o
o) 2

vxe0,4[ U4, +oo| f'(x)=

1
2&(2—&)2

D ot (VX e D; —{0}) f'(x) >0 fest croissante sur ]0,4[\]4,+o0
Tableau de variation de f :

Donc :

X 0 4 +00
/) " *
+ 0
1/2 -0

3/ a-Ona: iM f(X) =0 donc la droite d’équation x=4 est une asymptote verticale a la courbe

(Cf )au voisinage de +oo.
Ona: X'EEO f(X) =0 donc la droite d’équation y=0 (c.a.d l’axe des abscisses) est une
asymptote horizontale a (Cf )au voisinage de +o.
b- Soit I'équation f(X)=X alors :
1
XelR/ f(x)=x)<(xeD, | ——==X
( )& (xeby) o~

<:>2x—x\/§:1 (XE Df)

abdelaliguessouma@gmail.com Page 9



@x(ﬁ—1)+(1—ﬁ)(1+ﬁ):o (xeDy)
o (- x-1-3)-
o (R -1)=0

Jx=1 Vr=t
<:>{x—\/7—1:0<:> \/§:1+2\/§

0

1-5
2

[car A=5 pour I'équation t2—t—1=0 on pose Jx=tet

x=1

Donc : S:{ ;3+J§}

c- Construction de (Cf )

4/ g 1a restriction de fsur 1 =[0,4]
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Guessmaths

-

Exergices et sujets de maths corrigés
a- la fonction g est continue strictement croissante sur | donc elle admet une fonction
réciproque definie sur un intervalle :

3= 1(1)=| £0): lim 1|

{3

b-Ona:

-1 _ _

{g (x)—yc){x 9(y)

xeld xeld
Jx\/§:2x—1<:> 2X— X4y =1
Xxel Xeld
( (2x—1j
y:

<> <
xed
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Exercice 4 :

On considere la fonction f définie sur ]—1, +OO[ par: f(X)= m—z et (C)sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).
1/ a- Calculer IIm T(x) et lim f(x)

b- Etudier les branches infinis de (C)
2/ a- Montrer que :

(Vxe]-L+o]) f'(x)=

2(x+1)x+1

b- Etudier le signe de f'(X) ; puis dresser le tableau de variation de f .

3/ Construire (C) dans le repere orthonormé (OT]) ( on accepte que (C) admet un point
d’inflexion d’abscisse 2).
4/ Soit g la restriction de f sur ]0,+o0| .

a- Montrer que g admet une fonction réciproque 9" définie sur un intervalle J & déterminer.

b- Construire la courbe de g™ dans le méme repére (O,i, j).

o(3)as(z
c- Calculer > et 5 )

Correction exercice :

X+2

f(x):m

1/ a- Calculons lim (x)

Ona: lim x+1=0"

x—-1*

Donc : lim f(X)=+o0
x——1"

-2 (VX S ]—1, +oo[)

Calculons lim f(x)
X—>+00

2
jim X2 jim | 2)
Ona: =
X—>—400 /X-I—l X—>+0 X+1
) X2 )
= lim ,[= = lim VX = 4w
X—>+00 X X—>+00

Donc : lim f(X)=+OO
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b-Ona lim f(X)=+oo

i 00
Calculons 1M
X—>+00 X
lim [ X2 o]t fim [ X2 2
X—>+00 X+1 X X0y X+1 X
1+g 2
= lim X _Z1=0
ool 1ex X
Interprétation géométrique : (Branches infinis)

Ona:

o lim f(X)=+w0 : (C) admet la droite d’équation X =—1 comme asymptote verticale au

X—>+00

voisinage de +oo,

: . f(x

e lim f(x)=+w et lim Lz0 (

X—>+00 X—>+00 X
des abscisses au voisinage de +oo.

2/ a- Calculons f'(x)

Ona: ‘v’Xe]—l,+oo[ f '(x):[\%—zj

«/x+1—(x+2) !
— (%)= 24x+1

X+1
C2(x+1)—(x+2)

!

= 0 v
— f'(x)= XA A A

2(x+1)\m

VX e ]—1, +oo[

X
. f| X) =
Pore: 100 )t
b- Etudions le signe de f '(X) :

(xX)= X € [-1,+o0
Ona: f(x)_z(x+1)\/m Vx € |1, +o0]

X+1>0
Ona:

JX+1>0
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Exercices et sujets de maths cerriges
Donc f'(X) est du méme signe que X
D’ou -
Tableau de signe de f'(X) :

-1 0

X
+o0 |

o
+

f'(x) i |

Tableau de variation de f (X)

X -1 0 +o0

f'(x) - ? +

+00 00
f () \f 00 /

3/ Construction de (C) :

o

4/ g la restriction de f sur [0,+o0]

. . . . , . -1 ,, - -
a- g est continue strictement croissante donc elle admet une fonction réciproque ¢ ~définie
sur lintervalle

1= f ([0,+w[):[0,xlirﬂo f(x)[
= [0, +oo[

b- La courbe de g est symétrique a la portion de (Cf )sur [0, +00[ par rapport a I'axe y=x.
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4(1
c- Calculons 9 [Ej
ol
Soit 2
a>0
1 a+?2 1
_ = 9=
a+?2 _§
a+l 2
< 2a+4=5Ja+1
< 402-90-9=0
a, = =15 3 non valable
A=225-15 o 8 4
9+15
a, = =3
8
(1
D’ougl(aj::3
(1 1
_1 _
Etona:(g )(Ej_ 1
g
2
1 1
g'@ f'Q)
_2(3+1)\/3+1_16
- 3 "3

Donc : (9_1), [%) =%
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Exercice 5 :

On considére la fonction f définie sur IR par f(X)=
orthonormé (O,i, j)
1/ Calculer X'LYEO f(X) et donner une interprétation géométrique au résultat.
2/ Etudier la dérivabilité de f a droite de 0.

1135 )
Jx (1+ 3x)2

3/ a- Montrer que (VX € ]0’+°°[) f'(x)=
b- Dresser le tableau de variation de f.

4/ Construire (C)(On accepte que (C) admet un point d’inflexion d’abscisse dans
I’intervalle ]1, 2[

5/ Soit g la restriction de f sur [0,1]

. , . -1 . \ 7 -
a- Montrer que g admet une fonction réciproque g “sur un intervalle J a déterminer.
. -1 A \
b- Construire la courbe de g ~ sur le méme repere.

2
L(2) 1 2) 4 —1++/-3x2+2x+1
) . —|== . | Vxel0,1[—— X) =
c- Montrer que : 9 (3} 9etque.( €[0,1] 39 (%) 5 _3x

Correction Exercice 5 :
2% +2x
f(X)=——— eIR"
(0 1+3x ( )
1/ Calculons X'proo f(x) :

2
( 2) =42
,f(x):2ﬁ+2x Jx o lim ()= lim x| 2
a: 1+3x 1, Koo o 1 3
- —+3
X
Car I|m—_0 et I|m——0
X—>+0 X X—)+OOX

Interprétation qéométrique :

2
Ona lim f(x)=— S|gn|f|e que la courbe (C) admet la droite Y =~ comme asymptote

X—>+00 3

horizontale au v0|smage de +oo,
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. f(x)-f(0
2/ Calculons XILT ( i_ ©

Ona f(0)=0 Donc "T*M: Iimm

-0 x—=0" X

i 2J§+2XJ

0| X(1+3x)

2+2

= lim V/;— = 400

x->0"| 143X

Interprétation géométrique :

Donc f'n’est pas dérivable a droite de 0 et la courbe (C) admet une demi-tangente verticale
dirigée vers le haut a droite du point O(0,0).

3/ a- Calculons f'(X)pour X € ]0,+o] :

f%X):(2J§+2xT

1+ 3x

(Zgjqj(l+3x)_3(2J;+2X)

(1+3x)’
(2+ 24 (2+3%) - 343 2¢x +2x]
Ix(1+3x)°
_ 143X + 24/% + 6xX — 6x — 6x/X
«/?(1+3x)2
_1-3x+2x
Ix(1+3x)°
1-3(Vx) +2vx
Ix(1+3x)°
) 35)
Ix(1+3x)°
1r28)a-)

NN (1+ 3x)2

Donc (‘v’X € ]0,+oo[) f'(x)=
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b-Ona: (Vxe]0,+[) m

donc f'(X) est du méme signe que (l—\/;) (VX e ]0,+oo[)

Tableau de variation de f :
0 1
X oo
ro | ¥ 0 :
f(l):l\
0 3

4/ Construction de (C).

G

5/ g la restriction de f sur [0,1].
g est continue et strictement croissante sur l’intervalle [0,1] , donc elle admet une fonction

réciproque g définie sur lintervalle :
J=g([01])
- 1(o1)
=[1(0). f(1)]=[0.1]
b- Voir la construction de la courbe g™ sur le graphique question 4. (Cg) est le symétrique

de la portion de (C) sur I’intervalle [0,1] par rapport & la premiére bissectrice.

o o315
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o tiol 2,2
_ V9 9.3 9
1+31 1+1
9 3
2 .1 2
3 —+2= bl
i (3 9)_“3_8
4 4 12
PHE
Donc : 379

Calculons g~"(x) pour x<€[0,1]
Jy=gTe | Jx=9(y)

Onaiixefoa]  |xe[o.]

x:2 y+2y

S 1+3y

\Xe[O,l]

rx(l+3y):2 y+2y

\Xe[O,l]

rx+3xy—2\ﬁ—2y:0

Xe[O,l]

(2-3x)y+2,/y -x=0

Xe[O,l]

2
On pose WZtCaTyE[O,l] etona: X;ﬁg
(2-3x)t2+2t—x=0

° XE[o,l]_{g}

< A=4+4x(2-3x)
:4(1+ 2x—3x2)

Ona A'=4+12=16 ;les racine de —3x2+2x+1 sont —% et 1 donc le polynéme est du

signe contraire de (-3) sur l'intervalle [—%,1} donc : Vxe[0,1] -3x2+2x+1>0
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Exergices et sujets de maths corriges
_—2+4 __1
—3x2 3
, = —2-4 =1
-3x2
D’ou :
X o0 _1 0 Z 1 +00
3 3
-3x2+2x+1 - P + || + ? -
o [x c [0,1]_{3}j
3
=A>0
. ~2+24-3x2+2x+1
=
2(2-3x
N (2-3
‘L —2—2J-3x2+2x+1
‘ 2(2-3x)
t _—1+\/—3x2+2x+1
. t 2-3x
i _—1—\/—3x2+2x+1
2 23X
Soit x=0=1, =-1¢[0,1]
5 v ~1++/-3x2+2x+1
onc 2_3x
—1++-3x2+2x+1
> V=
2—3X
2 ~1+-3%x2+2x+1
I wxel0,1]-<=1 g7 (x) =
Donc : ( [0.1] {3})9 (x) { 5> _ax }
Exercice 6 :

Soit f la fonction définie par :

x2+4_2 X2+4
X X

f(x)=

Et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé(o,i, j).
1/ Détermine D le domaine de définition de f.

2/ Calculer lim (x) et lim f(X). On remarque que : X—Z\/;=\/;(\/§—2)
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Exergices et sujets de maths corrigés
3/ Etudier la branche infinie du ( ) au voisinage de +oo.
4/ a- Montrer que :

(¥xe D) f'(x) = X2‘24[1— X j

X X2+4

b- Dresser le tableau de variation de f.

5/ Montrer que [’équation f(X) =Xadmet au moins une solution qui appartient a

1
Uintervalle }E ’1{ )

6/ Construire la courbe (C).

7/ Soit g la restriction de f sur 1 =10,2].

a- Montrer que g admet une fonction réciproque définie sur un intervalle J qu’on
déterminera.

b- Construire la courbe de ¢ ! dans le méme repéere.

Correction Exercice 6 :
1/0Ona: VxelR x2+4>0 Donc D:{Xe IR/x>O}

= D=]O,+oo[

x2+4_2 X2+4
X

X
:\/x2+4[\/x2+4_2j
X X
elim f(x)=Ilim [\/XZ+4(\/XZ+4—2H
x—0" x—0* X X

lim f(X) =+o0

x—07"

o lim (x) = lim [\/XZ“‘(\/XZ+4 —2J]
X—>+0 X—>+a0 X X

lim f(x) =+

X—>+00

3/ Branche infinie au voisinage de +o

f(x) 1£x2+4_2 x2+4j

2/ (VxeD) f(x)=

I|mfx 400 of —— =—
On a (X) =400 et 3l x ”

abdelaliguessouma@gmail.com

Page 21



x2+4 X2+4
= -2
XZ X3
- f(x) . [ x2+4 X2+4
Donc X0 X X—>+oo£ X2 3 J
Calculer lIm (x)—x
Ona:
2 2
F(-x=24 o [XH4
X X
_xrdo, i
X X
_4 X +4
X X
2
Doy M f(X)—x=lim [ﬂ_z X +4]:_OO
X—>+00 x—+0| ¥ X

Donc (C) admet une branche parabolique au voisinage de +oo de direction de la droite
d’équation y=x.

-2
X X

= f '(X)=(X2:4) —2( XZ;A']

X2-4
_ 2xxx—(x2+4) X

4/a- (VX €]O,+oo[) £'(x) _(x2+4 x2+4]

X2 X2+ 4
X
x2-4
-4y
Y
X
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Exercices et sujets de maths corriges
= () =222 2 J
X? X244
X
Donc : (Vx € ]0,+o[ ) (x=2)° >0

= X2-4x+4>0
= X2+4 > 4x

et x < 4x

d'ou 0<x<x2+4

=0< <1

X2+4

= X <1
\/x2+4

Conclusion f'(x) est du méme signe que (X2—4) sur ]0, +OO[
Tableau de variation de f :

X 0 2 +00
e ' 9 +
+00 +00
f(x) \ /
0
f@)=214 o [+ g
2 2

1
5/ On considére la fonction h(x) = f(X)—X.h est continue sur }—,1{ etona:

2
h[lj:8—2 E>O
2 \}2

h(1)=4-2J5<0

1
D ou I’équation h(X) =0admet au moins une solution & dans [’intervalle }E ,1{ et par suite

1
’équation f(X)=Xadmet au moins une solution a dans [’intervalle }E ’1[ :

6/ Construction de (C).
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Cg1

7/ a- La restriction g de f sur ]0, 2] est continue strictement décroissante donc elle admet une
fonction réciproque g définie sur I'intervalle J =0 (]0 2])

I=f (]0,2]):[f(2),X|LrQ f(x)[

J :[O,+oo[

b- Construction de la courbe de g‘1 = voir la figure dans la question 6.

La courbe de g~ est symétrique & celui de f sur ]0, 2] par rapport a la premiére bissectrice
y=X.
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