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Correction examen nationale 2013 Session Normale

2éme Bac SM A e+ B
Exercice 1.

On rappelle que (ZL,+,%x) est un anmeau commutatif, unitaire et intégre.
1- On muni+ 7. de la loi de composition interne * définie par :
(V(xy)eZ?); xry=x+y-2
a) Montrons que la loi * es+ commutative et associative.
Pour tout x ety dans 7. ;ona.: @X*y=x+y—7
=y +x -2
=y *X
DPonc la lol * est commutative
Pour tout x ; y etz dans L ;ona:e (x*y)*e=(x+y—2)*z
=(x+y—-2)+z-2
=x+(y+z-2)-2
=x+(y*z)-2
= x * (L/ * g)
Ponc la loi * est associative.
b) Montrons que (Z,*) admet un Elément neutre.
Soit eel/Xx*e=x
Ona:x*e=xsox+e—2=4x
S e—-2=0
Se=2
Done (Ale=2€Z)/ x*xe=x
D'od (Z,%) admet un élément neutree =2,

Cle L+

o La loi ¥ est commutative e+ associative dans 7

< (Z,%) admet an élément neutree =2 .

< Soitxdel ;Ona:x*y=c<>x+y-2 =2
Sy =-x+4

Et (—X + 4) e

Done (3ly=—-x+4€l)/ x*y=¢

D'od tout Element de 7 es+ inversible pour la loi *
Par suite (Z,*) est un groupe commutatit.
2- On muni+ 7.4e la loi de composition interne T définie par .
(V(xy)eZ?); xTy=x/—2x-2y+6
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(Z,x)—>(Z,7)
X X+2
a) Montrons que l'application £ est un isomorphisme de(7,x) dans (7, T)

On remarqgue que (v(x,t/)eZZ) Ky —2x =24+ G=x(y-2)-2(y-2)+2
=(x-2)(y-2)+2

et on considere l'application £ del. dans 7. définie par @ f

® Soient x et vy deux Eléments de 7. ; ona :
FINTAD= ALY A )2 A J-2 £ ¥+6
~(r+2)(+2)-2(r+2)-2(1+2) +6
=(x+2-2)(y+2-2)+2
=Xy +2
=f(xxy)
Done (V(X,L/) € Zz) s Flxxy)=F(x)TF (v)
D'od f est un homomorphisme de (Z,x)vers (Z,T)
® Résolvons I'équation : £(x)=y
Ona:f(x)=ysx+2=y
Sx=y—-2
Pone (I(x=y—2)eZ)/F(x)=
Dou f est une bljection de 7 vers 7
Par suite l'application £ est un isomorphisme de(Z,x) dans (7,7 )

b) Montrer que. (V(X,L/, z)e Zg) s xxy)Te =(x72)*(y72)
3- En déduire de tout ce qui précéde que: (ZL,*,T ) est un annecau commutatif et
unitaire.
4- a) Montrer que: xTy =2 s est seulement si (X =2 ou y=2 )
b) En déduire que: l'anneau (Z,%,T ) est intégre.
¢) (Z,*,T) est-il un corps 7 (ustifier votre réponse)

Exercice 2. (3.5 Pts)

I- Soit a un nombre complexe non nal,
Solit dans 'ensemble C 'équation d’inconnue z

(£):22° _(%+f\/§)ﬂf/+('\+/\/§)ﬂz -0
1-Le discriminant de l'équation (E)est: A :(—(%4_/'\/_) )2 —4><2><(1+/\/§)ﬂ2
( 3+/\F ~®- E’;/f)

(a+6iz-2-8-0i\2)a’
( -2 - 2/\/_)
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(1-2i2 - %) a*
(1203 (45) Jor
((—1 + /\/5) ﬂ)z

2-A= ((—1 + /‘ﬁ)ﬂ)z #0 ;caraeC

D'od les solutions de 'équation (E)sont :

.. Jgﬂﬁ)m(—wf@)ﬂ{l Bmac’

! 4

.. _ (%+/\/§)ﬁ—(—1+/\/§)ﬂ _

z 4

i

Done 'ensemble des solutions ﬂ/ﬁ(E) est: S= {ﬂ,ﬂﬁ/%}

II- Le plan complexe étant muni d'an repére orthonormé direct(O,u,V)

On considére les points A B et M d'affixes respectifs a, b=ae> et
Soit r la rotation de centre M et i/’ﬂng/@%

On pose A, =r"(A) et B, =r(B)

(r ' désigne la rotation réciproque de r)
et soient a, et b, les affixes respectifs de A, 1B,

iz é—/\
3 i -
1- Ompi.'é:ﬂg =c?2= 7
a4 W(Z)Ef[m]
"N\a)7 3
OB =0A

(07:0)=Z[24]
B

Donc le triangle OAB est équilatéral,

2-a)Ona:e A= (A)eA=r(A)

7T
=
<:>&7—Z/=(ﬂ1 —z,) e®
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Cb@zﬂ-l—Fé-—ajﬂJ;é+$
2 2 2 2

S a,=4a 1—/’—% +2 1+/£
2 2 2 2

Ponc %W=%%:>QM:Oﬂ

D'od le quadrilatére OAMB, est un parallélogramme.
3- On suppose que: M+ A e+ M+ B

z—b z2—b a
)
a) Montrons que: =— X —
g—4a, z2—a b
T T

_iZ

0%%53—%125%(5—406+£—quéé(£—b)

Done =—
g—a -z
Yoe 2 (z-a)
1 Xa—b
=—
o e—da
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- . —da
5%5”2'
1 z—b
= »ﬁ)(
_6/g Z2—da
z—b a
= — X —
z—a b
z— _
Ponc o2 kxﬁ
z2—4a, e—a b
o a—%
v) M 7 et Bsont alignés < eR
-4,
@—g_bxﬁeR
z2—a b

S M 0, A et Bsont cocycligues
Exercice 3.

1-On suppose que n Vérifie la propri¢+é(R) et soit p le plus petit diviseur
premier positif de u.
a) Montrons que : 3" —=2" =0[p]

Soit neN et p le plus petit diviscur premicr positif de n ; supposons que :
2" —2"=0[n] ; aloers :

plne(3Fkel) n=tp et n|3" -2"<(39€Z)|3 -2"=m
< ((3keZ)(3gel)]2 -2" =kgp
S 3tr=keZ)]3 -2" =+
3" -2"=0[p]

® Supposons que p =72

Ona:2 -2"=0[2] et 2" =0[2]

Done 3" =0[2]=3=0[2]=>1=0[2] ce qui est absarde ; donc p+2

® Supposons que p=2>

Ona:3 —2"=0[3] et 3" =0[3]

Done 2" =0[3]= 2 =0[3]= K =0[3] ce qui est absarde ; donc p +3

Comme p est premier alors p>5,
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b) WMontrons que: 27" =1[p] et 3" =1[p]

P et 2 deux nombres premiers différents done p N2 =A(car p=>5); de méme
PAD=A,; daprés le petit Théoréme de FERMAT on a .

27 =1p] er 27 =1[p]
¢) Montrons qu'il existe un couple(a,b) de 7> tel que : an—b(p—1) =1
On pose : d=nn(p-1) ,; et supposons que : d #1

Sidest premier ; d\net d|(p—1)=d <p ;ce qui est absurde car p est le
plus petit diviseur premier positif de n .

Si d w'est pas premier ; alors il existe un nombre premier positit q qui divise
det d\n ;done g\n et gql(p-1)=>qg<p ,;cequi est absarde car p est le
plus petit diviseur premier positif de n.

D'od d =1, par suite n A(p—1)=1

Et d'aprés le Théoréme de BEZOUT : (((A,\/)e ZZ)/MXM-I-\/X(,D—’U =1
Done ((a=(A,b=—\/)eZ2)/m—b(p—1)=1.

d) On a:an—Hp-1)=1 et a=4(p-V+r

Done (qlp=V+r)n—blp-V)=A=ru+(g—-b)(p-1)=1

=ru=A—(m-6)p-1)

Soit k=—(qu—¥) ; montrons que k e N’

Supposons que k<0 ; dlors b<qgn=1+b(p—1)<1+qu(p—-1)
= (a-a(p-1))u <1
=>0<nr=<A
=nr=1 (car (nreN))
=n=r=1 (car (neN) et (reN))

Ce qui est absurde car n>1 ; dou k e N'

Donc (I ==(qn—b)eN")/ ru=1+HKp-1)

2- Supposons qu'il existe un entier n solution de (R):3" —2" =0[u]

On considere p le plus petit divisear premicr positif de v (si n est premier on
prend n=p)

P = Zk(P_ﬂ =1
paprés la question 1-v) ; on a . {2 ] :{ ]

%P% = /\[P] %k(;ﬂ) = 1[P]

2 V(P = 2[7]
2 =3 p]
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_ {Z”” =2[7]
3" =3[p]

:>%/’M _ZFVI

1rl ()

Orona:3" -2"=0n]=3"-2"=(p]
= 3" =2"[p]
=37 =27 [p]
=3"-2"=0[p] (II)
De (I)et (II) on obtient A\=0[p] , ce qui est contradictoire

Donc il nexiste pas d’entier naturel n strictement supériear 4.1 verifiant(R)

Exercice 4: (10 Pts)
On considéere la fonction numérigue h définie sur lintervalle [1,4—00[ par :

n()=21 vr s )
Xlnx

n(1)=1
Partie I
1-a) Montrons que la fonction h est continue a droite en 1
On a: lim pn(x)=lim P’
x—1" -1t X [V])(
= lim 1>< 1 =1 (¢ar lim M—Xzﬂj
=1 X v x U |
X =1

£+ (1) =1, done lim h(x)=h(1)
X1
Donc la fonction W est continue a droite en 1
L) e Montrons gue (Nx>1): mx < x—A1
On considére la fonction @(x)=Wx—x+1, pour tout x >1
Pour tout x >4 ;on a: @’(X):1—1:1_TX<O
X

Donc @ est strictement décroissante sur ]1; +oo[ , dod
(Ve>1) s p(x)<limo(x) et limo(x)=0
X1 x—>1"
Alors (Vx >1) ; @(x)<0
Par suite (Vx>1) ; mx <x—1
_xlx—=(x=1)(Inx +1)
o 2

o (Vx>1), h(x) (i)
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Xy —xlx—x+nx+1
B (xlnx)”
x—(x-1)
C (xlx)
Et Wx<x—A,donc '(x)<0D
D'od la fonction W est+ strictement décroissante sur l'intervalle ]’\,+oo[

2-a) ona. limh(x)= lim 1

X—>+00 X—>+00 X[Vl)(

1

" 1
= lim X -0 (Car lm —=D et lim nx =+
X—>+00 [VlX X—=+00 X X—>+o0
Tableau de variations de ).
X 1 400

n'(x) —

1
oy |

v) ona: n((4]) = |lim n(x).n(1) = Jo 1

Done (Mx21):0<h(x)<

O

Partie IT1

la fonction namérique g définie sur l'intervalle [’\,-i—oo[ par .

X 1
- at ; (Vx>1
-[X JtInt ( )
9(1) =2
A
) O LY = a+
1- a)Oona: (Nx>1) @(X) L +ln+
[
x nt
_J. IV1+
= [Im|lv1 %Hf
=y |1V|X2| —n |[V|X|
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2 ny|
| <2
lvx|

=w2
. * 1
b) Soit x>, 0oma. —2 = At
/ e I flw © +lnt
j S A
x +lw+ “ £t
= \/__1¢/+
o flut
¢) Montrons que (Vx >1) g(x)—2 = jxf :l_: at
M
Soit x>1 ;oma: g(x)—n2= j \/+—l ipm ;on pose u =t
x n+
7L: =
Ona: dim A\ dr s dpn it 1T =T A=A
2+ t=x>=u=x
A+ =1 v u=1
DPod At = X 2 U
L +lnt ¥ g lwu*
o X M_/\
= X U
Wy lwu* X
o X M_/l
= X 2 Udn
e 2 u*nu
o X M_/‘
=| ——du
Nr ylnu
Done (Vx >1) g()c)—lv@:r 71
Jetlnt

2- a)Montrer que (VX>1)'(x—f) (x) < ( )_ng(x_\/_x) h(\/j)
ona:Nx<t<xeon(x)<HA< y(\/_x)

X

e n() [ adt <[ _n(#)ar < n(Jx)[ dt
< (r=i)n(x) Jﬁ < (=) (V)
( ) (x) [m2<(x \/_) (x/_)

DPone (Vx>1): ()c \/—) (x) < ()—“42<(x \/—X) (\/_A)
b) oy a2 =9() _g(x)=n2

X =1 X =1
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e (£ 202200 2=

X =1 X =1 X =1
JE ), 90 -9() _(
@Lm h(x) < 5= — _[&H n(x)
[ 0% i 20 =9()

C)xli/?(\/;+1 (x )]_Xl—)‘/l‘/l] X —1 _J%{\/}Jﬂh(\/})]
£t lﬂa(\/}*/—ﬂ ( )J M{%M(}c)}%h(w):%
Do llW\ ( ) @()

ot X =1 2

Par suite la fonction g est dérivable a droite au point 1, et g,(1) =

¢) @ Pour tout x>1on a. (X \/—) < g(x) -2 <(x =) sy 4

x) =2 ( Jx)n(x)
£t lim w2 +(x =) (x) = lim ('“2 (4= ) j
_Xlvaw[[szr( J 1—— l\/l_)(j oo
Done le}g( X) =+

® Pour tout x >on a -’(X —\/;)h()‘) = ﬁ(X)_IV‘ZS(X_\/—X) ”(f*ﬁ

X—>+00

1)
£+ lim lm2+(1— 1) l A P

Pone . lim M

X—>+00 X

3-4) la fonction + > It est continue sur 0.4 et la fouction + >t est

=0

continue sar 0,40 ; done la fonction + v N+ Wt est continue sar |0, +oof et
(V+ elo,+o[) ; VFlur =0

Pou la fonction +

est continue sur |0,+%| et admet une primitive

/\
J#n#
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¢ sur l'intervalle]D,+oo .

¥ ’\ 2
Pour tout x >Aon a . g(x)= L T at=[p(+)] =e(x*)-0(x)
¢ est dérivable sur /’/'/4+5r\/pz//5]1,+oo[ s et la fonction u: x> x> est
Adérivable sur ///Mfé/’\/éi//é]’\,+ool: et M(:|1,+OOD < 1, +0] (er >1= x> > 1)
Donc la fonction X = qo(xz) dérivable sur /’/M%@fVﬂ//5]1,+oo[

Far sulte g est dérivable sur /’/'/4+@f\/ﬂ//5]1,+oo[ et Four tout x >A\on a .

g (x)=2x¢'(¥*) = ¢ (x)

1 1
BN XN s
_1
" lnx \/;lmx
R
_\/;wa
_A Nx

2 Jxnx
- 1)

2
Donc Pour tout x >1 ; 9'(x) = % M(\/})

b) Daprés la partie I question 2- v) pour tout X >1 on 4.
O<M(X)£1:>O<M(\/;)S’l (car Nx >1)

Done (Vx>1):0<g'(x)<

Tableau de variatious de g

X 1 +00
7'(x) +
|

M2

¢) Construire la courbe (C)
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6 ! / ! ! l(_'.)

Partie TIT

T-1-Montrons que la fonction kx> g(x)=x+1est une bijection de
Vintervalle | A, +oo| vers lintervalle -, n2]
Pour tout x € [N, 4% ;ona . K(x)=4(x)-1
Et+ d'aprés ce qui précéde on a @ (Nx>1): 0<g'(x) S%

D'od 1< k'(x)< A
2

Donc k est une fonction strictement décroissante sur [’\,—i—oo[ ; par suite elle

réalise une bijection de [1,+oo[ vers l'intervalle k([1,+ooD :} liyn k(x),k(ﬂ)}

X—>+00

o lim k(x)= lim (g()c)—)cﬂ): lim x(@—ﬂllz —o0

X—>+0 X—>+00 X—>+00 X

(car lim M =0)

X—>+o X
¢ E(1)=g()-1+1=n2

D'od la fonction kx> g(x)—x+1¢est une bjjection de l'intervalle I:’\,+oo|:
vers lintervalle -oo,n2]
2-Ona.0De ]—oo,lmﬂ et comme k est une bjjection de l'intervalle [’\,+oo[
vers l'intervalle |—oo,W2]  alors il existe un unigue réel a de l'intervalle
]’\,+oo[ gui vérifie Kla)=0=gla)-a+1=0
=gla)+1=a
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1<u,<a
77 (a,) :
20y, =1+ g(MM) ;(Vu>0)
1- a) Montrons par récurrence que: (Nn20), 1<u, <a
Four n=0
On a:\Su,<a par définition de (MM)
Soit+ n €N
Supposons que : A\<u, <a et montrons gue 1<4a,,., <a

n=0

Hypothése de récurrence : 1<u, <a = g(1) < g(mm) <g(a)
(9 est une fonction strictement croissante sur |:1,+oo|: )

:>1+(w2£1+g(mﬂ)<1+g(a)
=11+ w2 <y, <a
=14, <a

Conclusion (Vn20); 1<u, <a

b) Montrons que la suite (MM) est strictement croissante.

nz0

Pour tout neN ;on a: MM—MM=1+9(/4M) - u

= g(mw)—mw +1= /((MM)
E+ d’aprés la question précédente on 4 :
1<4, <0{:>/<(//IM)>k(0!):>k(MM)>O

Pone u,.,—u,>0

DPod la saite (MM) est strictement croissante.

n=0

¢) la suite (MW) est strictement croissante ;majorée par o donc elle es+
(0]

n2

&om/&rg@nﬁf .
Soit la fonction #(x)=1+9(x)

« #H est continue sur [1,a]
—u, e[1a]

« (Vnz20)u, e[1a]

e d,, = %/(MM)

— (MW )MZO est convergente

Alors la limite es+ solution de l'"équation
Hx)=x<=g(x)+1-x=0k(x)=0 , dod lmu, =a

17—+
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2-a) Montrer que : (Nn20),; |u —a‘ < % ua, —a‘
H est continue sur [\, a] et dérivable sur N al et on a :

g0 <~

VX e ’\, |7%/ | >

Done d’apres l'inégalité des accroissements finies on a
/‘
(V(xn)elral’) s () =# )< -yl

Pour tout neN ;ona . u, e[la] et ae[la]

Done . ‘#(MW) —#(a)‘ < %‘MM — a‘

Pod |, ., — ‘ ZMM —a‘
/ 3 N e 7z /\
b) plaprées la question précédente on a : \u, —a|<—u,. —a
2
2
aA,—als—4d,, —«

el Lo
2

En multipliant les membres des inégali+és on obtient

t,-a|s(2 Juy-d
1,-a|<(2] |, -a

) lim (1) =0 (—1<1<1j et (Vn=0),
2 2

17—>+00

(Vu>0),

Alors on retrouve im u, =a.

n—>+00
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