Série n ° 5 d’exercices corrigés sur « Etude de fonction » 2éme Bac SM
G
Exercice 1 :
Soit peN
1) Vérifier que : arctan( p+1)—arctan =arctan| ————
2) Calculer arctan[—]
pz=:§ p°+p+1
Correction
1) Soit pe N
—arctan(p) e a4 ;O]
B =arctan( p) 2 T
On pose : et 3 >a-pfe |-—;—
a =arctan(p+1) 7 22
arctan(p+1) e O;E

tan(a) —tan(3)
1+ tan(a)tan(B)

_ tan(arctan(p+1)) ~tan(arctan  p))
1+ tan(arctan ( p +1))tan (arctan ( p))

Donc tan(a — B) =

_ p+l-p
1+ p(p+1)

B 1
Cpl4+p+l

D’ou o — f=arctan| ———
P [p2+ p+1)

Par suite (VpeN) ; arctan( p +1)—arctan( p) =arctan [mJ
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2) On a pour tout N : arctan( p+1)-arctan =arctan| ——
)Onap pe (p+1) (p) [p2+p+1]

= Zn:arctan( p+1)—arctan(p)= Zn: arctan[
p=0 p=0

p® + p+1)

= Zarctan[ e +1] Zarctan( p+1)- Zarctan( p)

p=0 p=0

n n+1
D’ou Zarctan[ i p+1] D arctan(p) - Zarctan( p)

p=0 p=1
=arctan(n+1)—arctan (O)M - M
=0
=arctan(n+1)
Donc (VneN) ; Zarctan(m) = arctan(n +1)
Exercice 2 :
On consideére la fonction f définie surR* par : f(x)= arctan[ \/i—:i ; :g}

1) Montrer que:(vXeR+) [H'ae[ D/x/_—tan(a)
oy L 1
2) En déduire que (vXeR ) : f(x)_Z—Earctan(\/;)

3) En déduire que tan(1 ) 2-43

4) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f ~définie sur un intervalle J a
déterminer.
b) Donner [’expression de fpour toutx e J .
T

5) a) Vérifier que (VX € Ri) i (x)+ f (%): "

b) Calculer lim ¢ ()l() et lim xf ~(x)

x—0* X x—0*
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Correction
1) Soit xe R”

La fonction t > tan(t) réalise une bijection de [0;%[ verstan[[O;%D =R*
Et comme VX e R* ; donc d’ apres le théoreme de la bijection [3'0[ e[ lj/\/_ tan(a)

Par suite (VxeR") ; (H'ae[ D/\/__tan(a)

2) Soit xe R”"
\/X+1—\/; l: 72'[
f(x)=arctan| ,|[——————~= | ; on pose /X =tan ou 0;—
( ) { \/x+l+\/§ ¥ \/_ (a) -— 2

Ix =tan(a) = x=tan*(a)

= x+1=1+tan’()

.—_>\/x+1_«/1+tan2(a

(or ae[o Z[:cosowo

X+1=
|c05a|

1
=>VX+1l=—-—
Cosox

1
— tan(«)

Donc f (x)=arctan

o +tan(a)

o
: 2tan()
1-sin
=arctan£ MJ et sin(a) = 2) S en posantt:tan(%)

1+sin(a) 1+tan2(a) 1+t?
2

= arctan
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/

t?—2t+1
1+t
t> +2t+1

1+t2

(t-1)°

L (t+1)2

_1) or ae[o;z[:ge[O;z[ ; donc t—1<0
t+1 2 2 4

(1—t
=arctan| —
(t+1
)
1—tan(a
2

nf3)
=0

()3
o Jor( 3
— arctan (ta” (% K %D

= arctan

\
y

= arctan

= arctan [

= arctan

\

= arctan
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=%—g et tan(a)=vx = a =arctany/x

Donc (vXeR+); f(x)=%—@

Pour x=3;o0na: f(3)=%—w<:>arctan[ g;£J=%—%x%
<:>arctan[ §;£J=%—%
<:>arctan( (2—\/§)2J=%

<:>arctan((2—\/§))=%

0717467136
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T
Stan—=2-4/3
12 \/_

4)a)Ona: (VxeR"); f(x )_E_M

La fonction u: Xx— \/_est continue surR* et u(R*) cR

La fonction x — arctanxest continue sur R
La fonction x— arctan\/; est continue suriR*
Dol La fonction x> f(x)est continue surlR*

La fonction u : x — /X est dérivable surR’
La fonction x> arctanx est dérivable surR ; en particulier surRR’,
Dol La fonction X+ f(x)est dérivable surIR* ; et pour tout Ron a :

f (X) = ——x—(\/;)
2 1+ f
4\/§(1+ X)
D’ou (VX € R’;) ; f'(x)<0
Donc f est continue strictement décroissante surR” ; alors elle admet une fonction
réciproque f "définie sur un intervalle J = f(R:)

- 1 (Josee]
= |lim 7 (x): £ (0)]

X—>+00

b) Soit XG}O;%[ et yeR} ;ona: y=f"(x)< f(y)=x

T_Ar_

= arctanf (E - 2x)
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Comme XG}O;%[alors 0<x<%:>—%<—2x<0

:>O<Z—2x<z
2 2

D’oi arctan,/y = (—— 2x) oWy = tan(z— ZXJ

=3 tanz(%— ZXJ

V=i
Par suite (‘v’xe} D £ )—tan2(2x)

Exercice 3 :

f (x)=4arctan (

1 :
m} st x>1
f(x)=7z+§/1—7x3 si x<1
1) Déterminer D, le domaine de définition de f.
2) Calculer lim f(x) et lim f(x)

ZD . L+sing _ 1
2 cosf tan(” ﬂ)

On considere la fonction f définie par :

3) Montrer que [Vﬁ € }0
4 2

4) Montrer que (VX el +oo[)[3'a e:l D/ Ix-1=tan(a)

5) En déduire que (VX = ]1;+oo[) ; f(X)=7- 2arctan(\/x —1)
6) Etudier les variations de f.

7) Soit g la restriction de f sur]—o0;1]

a) Montrer que g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J a

déterminer.
b) déterminer g~ pour tout x e J .

8) Construire dans un méme repere orthonormé(O;T; f) les courbes (Cf ) et (Cg_l)
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Correction

1 )
f (x) = 4arctan| ———=—— 1
(x) arcan( x—1+\/§j si x>
f(x)=7z+\‘°’/1—x3 si x<1

1) » La fonction XHarctan(

etvX—1++/x>0

> Lafonction x> 7 +31—x* est bien définie sur JFo;1]carx<1=1-x*20
D’oir D, =]-0;1]U]L+0[ =R
2) » lim f(x)= lim 7+ 31— % =+ (car lim1-x* = +o0)

X—>—00 X—»—00 X—»—00

> XI_|)r11001‘(x)_XI_|)r+r!o[4<';1rctan(\/)(Tll-k\/;)J=

est bien définie sur ]1;+oo[carx—1>0 © x>0

i 1 - -
car lim| —————~ |=0et la fonction x> arctan( x)est continue en 0.
( H+w(\/7x—1+\&) (x)
. T T T T
3) Soit ona:0< <—<:>———<——
) ﬂe} 2[ P e ™2y

VA
Py
-5
4 4
tan(”) tan(ﬁ)
D ou tan(z—ﬁj
4 1+tan(”jtan( j
4
- tan( )
2
1+tan( )
2

=0
(2)
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) 1- tanz(g) ) 1
1+ tanz(ﬂ) [1+ tan(’BDZ
2 2
1+ tanz(ﬂ)
2

1

=cos(B)x
1+ tan? (/23) + 2tan ('g)

1+ tanz(ﬂ)
2

=cos(8)x
Ztan(g

N\h;/

1+tan )
_COS('B)xl+smﬂ
D’ou tan(ﬁ ) COS(_'B)
1+sing

/4 1+ smﬂ 1
e (o)

4 2)
4) Soit x € |1;+00 ;0na:

La fonction t - tan(t) réalise une bijection de 0;%[ vers tan([O;%D =R*

Et comme VXx—=1€R" ; donc d’aprés le théoréme de la bijection

[3'056} D/ \/_—tan(a)
Dot (Vxei; +oo[)(3'ae:| D/ Jx=1=tan(<)
5) On a pour tout x & JL;+eof ; on pose : vx—1=tan(e) ol ae}o;%[
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Ix-1=tan(a)= x-1=tan’()

= x=1+tan*(a)

Et f(x)=4arctan

( 1
&W)

1

= 4arctan

tan(a) + m

‘L@J

|1+ sin(a)

(@ (5-5))
=1 -2

Et Vx—1= tan(a)=a= arctan(ﬁ)
Donc (Vx els; +oo[) f(X)=7- 2arctan(ﬂ)

6) Etude des variations de f.
» Pour tout x € [;+oof; ona: f(x)=7- 2arctan(\/x —1)

= 4arctan

= 4arctan

D ’une part la fonction U : X+> «/X—1est dérivable sur ]1; +oo[ et u(]l; +oo[) =R’
D autre part la fonction x — arctan(x)est dérivable sur R en particulier sur R’
Donc f est dérivable sur ]1; +oo[ comme composée de deux fonctions dérivables ; et

(53)

Pout toutx e J1;+o0[ ;ona: f'(x)=2x

1+(J;:Ef
1
- x>\x—1

Donc (VX € ]1;+oo[) ; f'(x)>0
Par suite f est strictement croissante sur J1;+oof
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P Pour tout x € J-o0;1]; ona: f(x)=7z+31-x°

La fonction x — 1— x> est continue dérivable sur R en particulier sur]—oo;l] et la fonction

x> ¥x est continue dérivable sur]—oo;1[

Donc f est continue dérivable sur ]—oo;1] ; et pour tout x & J-o0;1] ona:

, —3x°

f'(X)=———

3 2
33 (1— X )

—X2

i
Donc (‘v’x € ]—oo;1[) ; £'(x)<0
Par suite f est strictement décroissante sur ]-oo;1]

7) Soit g la restriction de f sur]—oo;1]

a) g est continue strictement décroissante sur ]—oo;l] ; donc elle admet une fonction
réciproque g *définie sur un intervalle J = f(]—oo;l])

[ @stim 1 (4]
[l
b) pour tout x & [7;+oo[ et ye]—o0;1] ;ona:
y=g7(x)ex=g(y)

Sx=r+31-y°

ol-y=(x-7)
&y =1-(x-7)
Doncsi > xe[ziz+1] ; g7 (x)= 31— (x- )’
> xe[r+1+0 ; g-l(x)=—§/m

8) Construction de (Cf ) et (Cg_l)
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