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1% Conseil aux bacheliers afiv de biew préparer leur Examen
Comme dit le proverbe frangais « riem ne se perd rien ne se crée
tout se travsforme »
Alors le secret de la réussite c'est de travailler régulierement.

Dérivabilité et étude de fonction
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I.Rappels

1) Fouction dérivable

Défivition .

Ow dit que la fouction f est dérivable en a <'il existe un nombre réel £ tel que :
i Latn=fla) _,

h—0 VZ

Lest appelé le nombre dérivé de f en a.

2) Tangente 4 uve courbe

Soit une fonction f définie sur un intervalle T et dérivable en un wombre réel a
appartenant a L.

L est le vombre dérivé de £ en a.

A est un point d'abscisse a appartenant 4 la courbe représentative (& )de f.
Défivition :

La tangente a la courbe (g)am point A est la droite passant par A de coefficient
directeur le vombre dérivé L.

//

4 / o <
Propriété .
Une éauation de la tangente & la conrbe (& )en A est iy =£'(a)(x - a)+£(a)
Exemple :
Ow covsidére la fouction trindime £ défivie sur R par : £(x) = x* +23x —1.
Ow veut déterminer uve équation de la tavgente a la courbe représentative de £ an point
A de la courbe d'abscisse 2.
i F@AM=F@) _ @h) +3(2 ) =1=a_ S xFh i (/1+7) =7
h—0 Vi h—0 h h—0 Vi h—0
Le coefficient directenr de la tangente est égal a 7.
Donc son éduation est de la forme 1 v =7F(x —2)+£(2), soit 1 y =F(x —=2)+9

y=7x-5
Une éauation de tangente a la courbe représentative de £ au point A de la conrbe
d'abscisse 2 est vy =Fx -5,
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2) Forwmules de dérivation des fonctions usuelles :

Fonction £ Ensemble de Dérivée £ Ensemble de
définition de définition de '
f(x)=a, ae TR TR f'(x)=0 TR
f(x)=ax, aeIR TR f'(x)=a TR
f(x) = x? TR f'(x) = 2x TR
iy = X_n TR f'(x)=nx""* TR
n>1 entler
f(x):% TR\ {0} f'(x):—x—12 IR\ {0}
Fx) ==
% TR\ {0} Fi(X) = ——— TR\ {0}
n>1 entier X
f(x)=x [ 05400 f'(x) = % 10540
Exemples .

a) Soit la fonction £ définie sur TR par i £(x) = x“alors £ est dérivable sur TR et on a
pour tout x de TR, F'(x)=6xF'(x)=0x".

b) Soit la fonction f défivie sur TR\ {0}par :f (x) = X%alors f est dérivable sur ]-0;0]

4

et sur [0;+0] et on a pour fout x de TR\ {0}, #'(x) = —

4) Formules d'opération sur les fouctions dérivées :
n et v sout deux fouctions dérivables sur un intervalle T.

u+v est dérivable sur T (U+v)'=u'+v'

ku est dérivable sur T, ot k est une constante

uv est dérivable sur T

est dérivable sur I, ot v ve s'annule pas sur T

(
(
1 . AN )
J est dérivable sur I, ott u ve s'annule pas sur T (
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Exemples :
a) Flx)=(2x" -5x)(3x - 2)
Onpose £ (x)=u(x)xv(x) avec ulx)=2x"—5x = u'(x)=4x -5
v(x)=32x-2=v'(x)=23
Dovc : £ (x)=d"(x)xv (x)+u(x)xv'(x)
= (4x-5)+3(24* —5x)(3x - 2)
=12x% —®X —15X +10 + Gx* —15x
=10x* —28x +10

bx =5
b X)=
Yol¥) =5,
u(x) :
Ov pose g(x)=——= avec u(x)=6x-5=u'(x)=0
v(x)
v(x)=x2=2x* 1= Vv'(x) =2x* —4x
oo o= u'(x)xv(ix)— /42)() xVv'(x)
(v(x))
G (x? = 24" =1) = (Gx —5)(3x* = 4x)
(x* -24* - 1)2
_6x® —12x% = - 19> +24x% +15K" —20x
(¥* - 27 - 1)2
_2X° + 27" 20k =6
(x*-2x% = 1)2
5) Application 2 l'étude des variations d'wne fonction
Théoréme :

Soit une fonction £ défivie et dérivable sur un intervalle T.
- Sif'(x) <0, alors f est décroissante sur T.

- Sif'(x) 20, alors f est croissante sur T.

Exemple :

Soit la fonction f défivie sur TR par : £ (x) =x* —4x.
Pour tout x réel, on a1 £'(x) =2x —4.

Résolvons l'méduation £'(x) <0
F(X)S0e2x—4<0D

Sx<2
La fonction f est done déeroissante sur l'intervalle J-o0; 2] .

De méwe, on obtient que la fonction f est croissante sur l'ntervalle[2;+oo] .
IT. Dérivées de fouctions composées
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1) Dérivée de la fonction x > Ju(x)

Propriété .
u est une fonction strictement positive et dérivable sur uvn intervalle T.

Alors la fonction £ définie sur T par £ (x) = \Ju(x) est dérivable sur T et on a ..
F(x) = =)
24Ju(x)
Exemple
Flx)=\2x% + 4x -1
Ow pose ()= Wﬁ\/@& u(x)=2x"+4x -1 =4 (x)=6x+4
Done 2 £'(x) = )
2u(x)

_ bx +4 _ 25 +2

2B Ax—1 \2x% +4x—1
2) Dérivée de la fonction x > (a(x))

Propriété .
n est un entier relatif vow nul. u est une fouction dérivable sur un intervalle T wve
s'anlant pas sur T dans le cas oi n est négatif.

Alors la fonction f définie sur T par £ (x) = (/4 (X))M est dérivable sur T et on a
Flx)=na'(x)(alx))".
Exemple :
£ =(26* +2x-3)"
Ov pose £ (x) = (M ()c))4 avee u(x)=2x*+2x-23=u'(x)=4x+2
Donc : £'(x) = 4 a'(x) (alx))
= 4 (4x +3) (24 +3x - %)%
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3) Dérivée de la fonction x > £ (ax + &)

Propriété .

a et b sout deux nombres réels. f est une fouction dérivable sur um intervalle T

Alors la fonction g défivie sur T par g(x) = (ax + b)est dérivable sur tout intervalle J

tel aue pour tout x € J (ax+b)e T etona: g'(x)=af'(ax+ /).
Exemple :

Soit £(x) = —

5x—4
— -5

Alors #'(x) =(5x —4)' X or _4)2 = o 4)2

En effet . (’5)( —4)' =5et (1j = —iz
X X
4) Formules de dérivation sur les fonctions composées
Fonction Ensemble de Dérivée
définition
a' ()
ulx ulx) >0 IS
) () e
, . Sin<o0, A
u’ oavec neld 7 M(X);to na'u
f(ax+b) f dérivable af' (ax +b)
f et g sont
dérivables
respectivement , '
og(x X X
fog(x) i tons | 7 )X (9(x))
domaines de
définition
WMéthode :
Etude d'wne fonction composée
Ow cownsidére a fouction f définie par : £(x) = = \
2x +1

Ow vote C sa courbe représentative dans un repére.

1) Détermiver l'ensemble de définition de f.

2.) Etudier les limites de f aux borues de son ensemble de défivition et en déduire les
Equations des asymptotes a la courbe C.

3 ) Btudier la dérivabilité de f.

4) Etudier les variations de f.
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5) Tracer les asymptotes a C puis la courbe C.

1) La fonction racive carrée est défivie sur [0;+o0[ dovc la fonction £ est définie pour tont

vérifiant > 0D
2X +1
Ow dresse le tablean de signe :
X —0 —% 0 +00
2 z : 0+
2x +1 - 0 + +
2x . ] ] i
232X +1

Donc la fouction £ est définie sur }—oo;—%[ U [D; +oo[\

2) - Recherche des limites a l'infivi
La limite de la fouction ratiownelle sous la racive est une forme indéterminée.

Levows l'indétermination : %
24—
X

2x _ 2

. 1 .
Or lim 3+—=2 douc lim
X—>+00 X X—>+00 %X-l"\ %

: /2
De plus. lim X = |=
Xa% %

Ow en déduit, comme limite de fonction composée, que 1 lim £ (x) = \/%

X—>+00

Ow démontre de méwme que : lim £ (x) = \/%

X—>—o0

Ainsi la droite d'équationy = \/%@er asymptote horizontale a la courbe C en +wo et

€N —oo,

-Recherche de la limite de £ a gauche en —% :

= 400,

m (3r+1)=0 et lim Zx:—% done fim %Zi
e ) )3

Ew effet, pour X<—% ona:3x+1<0 .

De plus lim X = +o0

X—>+00
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Dowe, comme limite de fonction composée, on a: lim £ (x) =400,
H(_lj
e
Aivsi la droite d'équation x = —% est asymptote verticale a la conrbe C.

2.X
25 +1

3)

est strictement positive et dérivable sw}—oo; —%{ U [0; +oo[ .

Comme dérivée de fonction composée, f est dérivable sw}—oo; —%[ U 0; 4o .

Etudions la dérivabilité de £ en O ;

2h
o FUD—FO) . YBh+1

e e/
. 2N
= lim —
G n\3h+1

i 1 2N

= llm _ZX
Z;OO\W 20 +1
. 2

= lim = 400
10\ 347> + 1

Ow ewn déduit gue la fonction f w'est pas dérivable en D.

2x
2% +1

4) Pour tout réel x d@}—oo;—%{ U |0; +oo[, on poseu(x) =

2(2x+1)-3%x2x
(3x+1)°

_bx+2-0x

- (Ex)

_z

(3x+1)°

u'(x)=
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Dove : £'(x) = (%X%r 1)2 X /‘ZX Et done (Vx € }—oo;—%{ U |o; +oo[j £ (x)>0
2

X +1

Par conséquent la fouction f est croissante sw}—oo;—%[ et sur]o;+o| .

On dresse le tablean de variations : £(0) =0

X —0 —é 0 +00
) . T )
11
00 2
TN =
f(x) %/ T, 3
3 0
5)
2 >
f(m) - 3z —T— 1
2_
R
1] Y=V3
s |
-2 -1 0 1 2 3
Ly
T3

5) Tuterprétation géométridue d'une dérivée
a) Dérivabilité en uu point

On sait que la dérivée en an point x, notée ' ()co) est le nombre dérivé mais aussi c'est
le coefficient directear de la tangente 4 la courbe de f au point dabscisse X, .
Done :

r(x)—7(x

® s/ lim () ( O)
o X=X

« la courbe de  admet une tangente au point dabscisse x, de coefficient directear

(%) =1>

=1e IR ;alorsf'(x) =1 on interpréte le résultat par :
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b) Dérivabilité a droite on a gauche en un point

K)—T & x)-£ (%
® silim F(x)=F(%) =1 € IR (respectivement lim F(6) = (%)
X—)XJ X _XO X=X X _)(O

interprete le résultat par :
« fest pas dérivable 4 droite en x, et £(x)) =1 la coarbe de f admet une

=1e TR, alors on

demi-tangente 4 droite au point d'abscisse x, de coefficient divecteart!(x)) =1
(respectivement f est pas dérivable 4 gauche en x, et £(x,) = Lia coarbe de f admet
ane demi-tangente 4 gauche au point dabscisse x, de cocfficient directearty(), )= 1.
o Fx)=F (X
® S/ “W\ ( ) ( 0 )
x—x", X — XD
« fu'est pas derivable 4 droite en X, et la courbe de  admet une demi-tangente 4
droite au point dabscisse ¥, dirigée vers le haut si le résultat est +o ou dirigée vers le

=00 ; alors on interprete le résultat par .

bas si le résultat est —o »,
) =F(x
® S/ “VV\ ( ) ( 0)
K= X — XD
« fu'est pas derivable 4 gauche en x, et la conrbe de f admet une demi-tangente 4
droite au point dabscisse ¥, dirigée vers le haut si le résultat est —o ou dirigée vers le

=00 ; glors on interprete le résultat par .

bas si le résultat est +o »,
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Série d'exercices corrigés dérivabilité

EXERCICE 1

Soitt la fonction définie par : £(x)=2x + \/1—7
1) Déterminer le domaine de définition de f.
2) a- Etudier la dérivabilité de F 4 droite en <\ et 4 gauche en 1.
b- Iuterpréter géométriguement les résultats précédents.
Correction
1) D ={xeIR/1-x* 20}
—{xe IR /x* <1

={xeIR/<x<1}
Done T, =[-11]

2) a- et b- ® Caleulons lim f (X) (=)
x—>—" X+

£(x)-7 () v 2X+1—x* +2

Ona: lim =i
x> X +1 x—>=1" X +1
| W Y -x 1+ x +2(x+1)
x—t X+
(Vi xr2 e x ) x
Py X +1

(m+2\/m)/ N3

— i
N N O
Povc lim 7[()()_76(_1) = 400

x—>—" X +1

Par suite £ n'est pas dérivable 4 droite en —\ et C admet une demi-

ﬁmgm‘@

verticale dirigée vers le haut 4 droite dau point d'abscisse —|

o Calculons lim )= ()
X1 |
_ —
ona: an: lim 2X+1—x" =2
sadl X =1 X1 X —

/\
_ i V1= X1+ x +2(x=1)

X1~ X —1
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l‘ (Vi+x+2d1-x)1-x
= lIm
=1 X —1

(\/1+x +2\/1—x)/' J2

= lim
xX—>1" ‘//\ — X \‘ O+
Dove [“m M = 400
x—>1" X —1

Par saite £ n'est pas dérivavle 4 gauche en A\ et C. admet une demi-tangente
verticale dirigée Vers le bas a gauche du point 4 abscissen.

EXERCICE 2

Flx)=3x>+3x* ;x20

Soit £ la fonction définie sur IR par .
{f(XJ =41-x+Xx—=4 ;<0

1) Montrer que f est continue enx, = 0.
2) Etudier la dérivabilite de £ enx, = 0, puis donner une interprétation géométrigue des
résultats trouves.

Corvection
1) Ona.:flx)=3x>+2x% ;x>0 ;donc £(0)=0

ErF(x)=4\—Xx +x =4 ;x <D , calealons lim £(x)

X—0"

o [imFA(x)=IlmA4J1—-x+x—4=0

X—0" X—0"

Pod lim £(x)=£(0)

X—=0"

Par sulte 1 est continue en O.

2) e Calealons lim £ (x)=7(0)

x—>0" X

Ona. lim f(x)_f(o) = lim %—M

x—0" X x—0" X
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= lim
x—0" X
X X3 ('\ + %j
. X
= lim
x—0" X

= lim %f(’\ +é) =+
x—0" X

Par suite £ n'est pas dérivable 4 droite en O et G admet une demi-tangente
verticale dirigée vers le haut 4 droite du point d'abscisse O

o Calculons lim £ (x)-7#(0)
x—0" X
Ona: lim £ (x)=£(0) _ i AJA-x+x—4
X0 X X—0~ X
= lim AVI—E % +/\j
X—0 X
A(V1-x =1
xX—0" X

(a(V=x=1)(Vi-x +1)
= lim +1
90 x(\/’l—x +1)

—4
= lim —+1=+
x—>0’( //\_X +/\)
Far saite f est dérivable 4 gauche en O ; 1,(0) =\ et & admet ane demi-
tangente de coefficient directear =\ 4 gauche du point dabscisse O
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EXERCICE

Calenler £ (x) pour tout X del dans chiacun des cas suivants .
1) £x) = (x> —5x + W ; T =10+
g

2) Flx)=(* +x+1)* ; T=TR
_Vx+1 o

5) )= ;T =T 4eef

4) £(x)=x* +4x -5 ; T =11, +00]

&) £(x)=3x> +26* -1 T =T+

) Flx)=3x"+x*+2 ;T =TR

7) Fx)=sin’(x* - x) ; T =1IR

&) flx)= %_1(»(2 +3)? ; I =, +oo

Corvection

1) Flx) = (x* =55 +1)x ; T =10, +[

1 (x) est dérivable surI = |0, +oo| comme produit de deux fonctions dérivables sur
T =0, 40| est de la forme uxv o ulx) =(x>=5x +1) = u'(x) =2x -5 et
/l

vix)=+x = vi(x)= T

Done £'(x) = a"x v+ ux V'

— 2 1

= (20 =5)x~/x + (x —6x+1)><2\/;

_2xx(2x =5)xJx + (x* —5x +1)

B 2%

L 2N 26Q0)%x + (% —5x +1)

B 2%

_4x* —10X + X7 =5k +1

\ 2%

_5x" =15k +1

24

Dou . f'(x)=—= 5" ~ 15K 41 ; pour tout x € |0, +oo|

2%

E)

2) F(x) = (x> + x +1)*
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£ est définie sur IR car c'est le composé de la fonction x +— (x* + x +1)° et la fonction
XY od X=x"+x+1>0 Nx e IR ,;etclle est dérivable surI = |0, +oo[ comme
composée de deux fonctions dérivables sur T =0, +oo[ .

On a : d'apres la formule de la dérivée d'une fonction composée N x € |0,+o0[
2
=1
Filx) = gw P (4 x4

1

=§(2x+1)(x2 +h+1)

_3 . 2x+1
4 Yx* +x+1

Pon (Vx 10,40f) ; i) =2 x -2
4 Yx* +x+1
Jx +1
= /'I: , 100

Les fonctions x > Nx +1 et x > Nk =1 sont continues et dérivables sur T = ], 4oo[

de plus x > x =1 ne sanule pas sur I = [ +oo[ . done £ est dérivable sur T =1, +o0]
comme quotient de deux fonctions derivables et on a poar tout x € 1, +oo|

o (x+1)
f(x)—([_J
e () )
i
)
(Ve =)
:2};(&—1—&—1)
(Ve =)
-
_x
(Ve =)
N
Jx (N =1)°
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—
Pone (‘v’)( e, +oo[) S F(x) = >
Vi (Ve -1)
4) Flx)=x*+4x—-5 ;I =]+
Ona x* +4x —5> 0 pour tout x € |\, +oo[ (en étudiant le signe de x* + 4x —5 )
Done f est définie dérivavle sur T =\, +oo| comme composée de deux fonctions dérivables

SM/’IZ]’\,+OO[[XHX2+4X—567“X|—>\/YJ et on a pour tout x € 1, +oo| .
F'lx)= (\/xz +4x —6)

()c2 +4x - 5)'

2AX*+4x -5

2X+4

- 2AX +4x -5

X+2

VX5 +4x -5
X+2
Pone (Vx e N, +00]) ; F'(x) =
(vire s NX° +4x -5

5) FL) =30 +3x% =1 T =T+
On a x> +23x* —1> 0 pour tout x € |, +oo[ (en mettant x> + x> =1 sous la forme .
X425 ==X =1+ 34"

=(x—1) (x> +3x+1)+3x*)
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Done f est définie dérivable sur T =\, +oo| comme composée de deux fonctions dérivables

sur T =1, +o0[ (x = x> +2x* —AetX > X ) et on a pour +out x € |1, +oo[

!

Flx) = (?/)c% +3x* —1)

= ((xg +2x% - 1); J’

><()c3 +3x? —1)' x (k% +2x” —1)% !

2

x (267 +Gx)x (X +26* 1) 3

W= W=

B x> +2x
%/(x% +3x% — 1)2

Done (‘V’X en, +oo[) S F(x) =

x> +2x
%/(ﬁ +2x% —1)2
G) FxX)=%Yx*+x*+2 ;T =1R

f est définie sur IR car c'est le composé de la fonction x v~ x* + x> +3 et la fonction

X YXod X =x"+x*+3>0 NxeIR ;etelle est dérivable surIR comme
composée de deux fonctions dérivables surIR | et on a poar tout x € TR

f’(sz(M)
AR

x(x4+xz+%)'x(x4+x2+%)4

x(4x7 420 ) (x* + 4"+ %)_i

!

NI N N

\ 2X% +x
z‘\*/(x”f +a*+3)

Done (Vx e TR) ; £1(x) =

2X° +x
2‘\*/()(4 + X%+ %)%
7) £(x)=sin’(x* —x) ;T =1R

£ est définie sur IR car c'est le composé de la fonction X v~ x> — x et la fonction

X &> sin’ X et elle est dérivable surTIR comme composée de deux fonctions dérivavles sur
IR et ona pour tout x € IR
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£1lx) = (siv (6> = )

=3 (sin(x* - X)), (si®"(x* - x))
= 3(x> —x)' x cos(x* — k) (s (x* = x))
=2(2x —1)x cos(x* — x)sin*(x* —x)
3(2.x —1)sin® (2()(Z - x))
4

3(2.x —1)sin* (z(x2 = x))
4
8) Flx)= ﬁ(xz +3)p T =T+

Done (Vx € IR) ; £'(x) =

fest dérivable sur T =\, +o0| comme produit de deux fonctions dérivables (x +— o a ; car
1
X =1 ne sanule pas sur I =, +oo| etx > (XZ +%)3 tar ¥ +3>0 sur T =, 400 )

et on a pour tout x € |\, +oo| « £'(x) = (L(XZ + %)%j

Qi (x* + %); + %(XL_J(XZ +3) (¥ +3)5

(x=1)"
e L (z»czj
(x —1)° %W X —1

i —23x? +33(x* +2) +20% (x=1)
%%,(XZ 4 %)2 (X _ ,\)2

3 +3)r2r 247

: 33(x* +2) (x-1)

2x° —5x* —-Q

) 33(x* +32) (k1)

2x° —5x* —Q

%3’()(2 n %)2 (X _ /‘)2
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EXERCICE 4

Flx)=x* sm(lj X #D
X
£(0)=0

1) Montrer que f est dérivable en x, =0 et donner une interprétation géométrigue.

2) Montrer que £ est dérivable sur TR , et calealert (x) pour toutx € TR.
Correction

Soit Fla fonction définie par :

1) Calealons lim (¥)-7(0)
X—0 X_O
2 (A1)

= lim
X—=0 X—0 X0 X

. . 1
= lim X sin (—j
X—0 X

Or pour foutx #0 ; on 4 : —135‘1\4(1)31:_){3){5“”(1)3)(
X X

D'od par encadrement on déduit que . lim x sin (1] 10,
X

FPar sufte lim f (X) 7 (O)

X—0 X—0

=0 , donc f est dérivable en x =0 et £'(D) =0 , la courbe de
admet ane tangente horizontale au point dabscisse O.

2) la fonction x > x* sin (1) est dérivable sur |—oo; 0] et sur |0;+c0[ , donc £ est
X

dAérivable sur |~o0,0[ et sur |0;+00] ; de plus £ est dérivable en x =0 ; par suite £ est

dérivable sur IR ; et ona: £'(x) = (XZ sim(in
X

S )
(o) -l el

Done £'(x)=2x s‘m(lj + 4% x— X cos(lj
X X X

S
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F'(x)=2x simtij —C0S (1j ;i X #0
X X
£'(0)=0
EXERCICE 5
Soit £ la fonction définie par: £(x)=x>—3x> +2x -2
1) Caleuler ' (x) pour toutx € IR

2) Ponner le tableau de variation de .
Correction

DPod

1) Pour toutx € IR ;ona: £'(x)=(x> —3x> +3x - 2)'
=2x* —Gx+3
=3(x* —2x+1)
=3(x—1)

Dod : £'(x) 20 pour toutx € TR.

2) Tableau de variation de f.

X —00 +00
£ (x) +
) | —
EXERCICE ¢

Soit fla fonction définie par : £(x) = Y +40-x
1) Déterminer le domaine de définition de f.
[ E) 41,2
2) Montrer que : (Vx €]0;10[) , £'(x) = oy -4
AJ(x(10—x))?
3) péterminer le signe de £'(x) suivant les valears de X .
4) En déduire une comparaison des nombres A =32+ e+ B=42+47.

ZONE PUBLICI TAIRE

Correction
1) 0, ={xeIR /x>0 et 10—-x 20}
={xeIR /x>0 et x <10}
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=[0;10]
2)Pour tout x € J0;10[ ; £/(x) = (4x + 10— x)'

=(X4 +(1o—x)4J

1 %_1 1 ’ 1_1
=—xx% +—x(10-x)*x (10— x)*

4 4 :

A 2 2
=—xx“*——x(10—-x) *

4 4

A43/(x(10 = x))?
Done : (Vx € 0;10]) » F'(x) = W—W
43 (x(10 - X))

3) Le signe de £'(x) est celui de (10— x)> — A cona:
o (10— x)? —%/on:ﬁ/(w—x)% 2%/)73
) 3

= (10=X)H> x4
=>10-x2%X
= 2xX <10
= x <5
Dod £'(x)20 ; sur |0;5]

ZONE PUBLICITAIRE
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o J(10—x)° —<'/X7%SD:>\4/(1O—X)3 <#x®
2 3

= (10— x)* < x*
=>10-Xx<x
=>2x 210
= X5
Do £'(x)20 ; sar[510]
4)ona .2 el0;5]et?e|0;5] / de plus £ est croissante sur |0;5] ; dlors
2<3=£(2)<f(3)
=2 +h0-2 <2 +¢10-3
:>42+<*/§s<*@+<ﬁ
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Axe de symétrie — Centre de symétrie

Point d'inflexion
(@ Axe de symétrie
La droite d'équation Y =a est un axe de symétrie de la courbe dune
fonction £si et seulement si.
BVxel, dlors (2a—x)el,

HVxelD f(2a—x)=F(x)

(@ Centre de symétrie

Le point I(a k) est un centre de symétrie de la courbe d'une fonction £ si
et seulement si :

BYxel alors (2a—-x)el,

& VxelD, F(2a—x)+Ff(x)=pb

@ Convexité et concavité — point d'inflexion

Lne courbe de fonction est convexe sur un
intervalle I si elle es+ au-dessus de toutes
ses tangentes sur cet intervalle
Siona:f"(x)z0 (VxeI)

Alors la courbe de  est convexe sur T

fonction convexe

Lne courbe de fonction est concave sur un
intervalle I si elle est an-dessous de
toutes ses tangentes sur cet intervalle
Siona:f"(x)<0 (VxeI)

Alors la courbe de £ est concave sur I

fonction concave

Ln point I (x;£(x)) estan point
A'inflexion si la conrbe change de concavité
en ce polnt

Si " s‘annule an point X, en changeant de
signe alors la conrbe de f admet an point
A'inflexion d'abscissex, .

Si ' s‘annule au point X, sans changer de

signe alors la conrbe de f admet an point
A'inflexion d'abscissex, .

Concave Point d'inflexion

Convexe
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BRANCHES INFINIES ET INTERPRETATIONS GEOMETRIQUES

_

w

:BNCQHQQ ﬁ_wg\ﬁu&uoo M_WB.\COHS
X—»0 X—>0 Xx—a
X X : X
ﬁ lim[ f(x) - (ax+b)] = o :B\m vlaﬁaﬂov :B\A ) o _:d\A vn.o
X x—>0 x—n oy xom x
ﬁ lim[ f(x)—ax]= _w :E—\C& ax]
X—>»o0 X—0
- C v admet AQ v admet
C. ) admet A s & dmet
AQ\ v admet Aﬁ.\ v S Mﬂ \_W I Une branche Une branche A 4 V gt
Une asymptote Une asymptote :_,.m @w w.an. m& parabolique parabolique Une asymptote
horizontale oblique ma “ % Swm &m y de direction de direction Yo ticale
d’équation y=a D équation &NH cction ta aroie I'axe des I’axe des d’équation x=a
_ equation : g
au v=ax+b au o ordonnées au abscisses au
voisinage de voisinage de % Womhwwamm P voisinage de voisinage de
(o 0] o0

-

4
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La fonction réciprodue

W Propriété
Si £ est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T
Alors £ admet une fonction réciproque définie sur l'wtervalle J = £(1)

Cette fouction est votée : F7' i x = £ (x)

m Résultats
o f(x)=t/<:> i y)=x
xel veJ=~F(T)

° VxeI (flof)x)=x
° Vyef(I) (Fof )=y

& Détermiver expression de la fouction inverse

Solt  une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T
Soit x un élément de £ (L) et y un élément de T

En utilisant 'équivalence : £7'(v) =x < £(x) =y ; en cherchons y en fonction de x ;on
déduit l'expression de £ pour tout x de £ (L)

& Covtinuité de la fonction réciprogue

Si £ est une fonction continue et strictement wmonotone sur un intervalle T
Alors la fonction réciprodue £ est continme sur l'ntervalle £ (1)

& Dérivée de la fonction réciprodue
Soit £ une fouction strictement monotone sur un intervalle I ; dove elle admet une fouction

réciprodue définie sur l'ntervalle T =F (L) ;etona:
(Vxed);fef ' (x)=x

Dont: (Vxed) ; (7”_1)’ ()()><7"(7£_1 (X)) =1

Done si(Vx e T); £/(F7(x)) 20 ; alors £est dérivable sur J et (Vx e J) ;

Wia
A )

Etsien x, € J; f’(f“ (x)) =0 ; alors £ 'est dérivable en x et (7”“ )’ (%)= S —
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& Dérivabili+é de la fonction réciprodue

Solt f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle T
Alors la fonction réciproque fa le méme sewns de variation sur f (1) que f
m Représentation graphidue de la fonction réciprodue

Soit f une fonction continue et strictement N ;
monotone sur uv intervalle T ; les courbes de la . i
fonction f et de sa réciprogue f'dans uv repére 4 ; *
orthovormé sont symétridques par rapport 4 la s f}'m
1ére bissectrice. N /_,-" o
Exemple : /A S
Soir f la fonction définie sur IR par : £(x) = x*

Ow sait due £ admet uve fonction réciprogque -
définie sur IR “par : £ (x) =~/x

Bt £'(x)=2xdonc f’(\/;) =2x

Alors 7”’(\/;) # D pour tout x e IR™"

Par suite £ 'est dérivable sur TR et on a (VX € IP’“) ; (7H )' (x)= I
X

Et ov retrouve la formule de dérivation pour tout x € ZR™ (\/; ) = #
X

ZONE PUBLICI TAIRE
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B Propriétés et défivition

La fouction : x > x" définie sur IR admet une fonction réciprogque dqu’on appelle

fonction racine niéme ; on la vote : 4/;

TR > IR
ofx
x = 4x
V(x;y) e TR? Yx =y s x=y"

& Cos particuliers

2 g nombre 3x s'appelle la racine cubigue de x.
PP

N Propriétés

V(xy) e IR?
Vx" =x

) =«

=iy & x=y
Ye>ily o x>y

YueIN

V(x;y) e ITR*

Y m)e(Int)

Wx(/?:ﬁ/xxy

(W) =4
. [
¥y

(v #0)

47 ”*K”/?

& Touli+és importantes

s

T —[>

ZONE PUBLICI TAIRE

www.guessmaths.co E-mail : abde/p;/igmssoama@gmm/wm
whatsapp . 0004488596


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

& Domaive de définition

£ définie comme sui+ Pomaine de définition de £
Flx)=xx D, =[0;+o0]
F(x)=z5u(x) D.={xeIR|xeD et ulx)=0}
& es limites
lim u(x) )M) (u(x)
K=k 0
1>0 ‘ 4fr
-+©00 +oo

Ces limites restent valables en X, a droite on & ganche et en oo

& Continunité

La fovction x = &x est continue sur TR ™

Soit u une fonction défivie sur l'intervalle T
Sl est positive et continue sur l'wtervalle T Alors la fouction x W
Est continue sur 'intervalle T,

& Dérivabilité

La fonction x = &x est dérivavle sur intervalle Jo;4oc] et ona:

Vx € ]0;+o (4/;)' = M(/j(T‘

Soit « une fouction défivie sur 'intervalle T
Si u est positive et dérivable sur l'ntervalle T Alors la fonction x +— gu(x)
est dérivable sur lintervalle T.

et on a: Vi e ]0;+oo] (W)':(ML))H
n|(a(x)
m'Récolution de éduation [ x"=a  (xeIR) et (acIR) ]|
n est impair n est pair
i s={a} | s={4ava)
a=0 s =1{0} s ={o}
a<0D 5:{_M|ﬂ|} S =
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& Puissavce rationvelles d’un réel positif

Soit =2 wn vombre rationnel von vul +el que : peZ etge N’
q

P
Vx e o+ ¥ = x7 =3x”
& Remardues importantes

o Vxelo;+oo[ %/x =X§
o Le domaine de définition de la fonction 1x > (u(x))  (r e @") est:
P={xeIR/xeD et ulx)=0}
o (galx)) =nx )y % (u())”
Pour tous x ety de IR et [ r'de @*
-~ (Xr)r' :err' o X’ XXW :Xr+r’ ~ (XX(/Y =x" Xt/f

7 r r
.[£] :X— .X, :Xr_/ .i,:)(_/

4. comment interpréter graphiguement une limite

Méthode
On l'interpréte en termes dasymptote

& Silimf(x)=%0 ouaeIR , alors on conclut que : ¢ admet une

X—a

asymptote verticale d'équation x = 4
m SilimF(x)=b,oubeIR , alors on conclut que : ¢ admet ane

X —te0

asymptote horizontale 4 équation y = b au voisinage de F= .
® Silim f(x)-y=0 lm F(X)-y=0avecy=ax+b , alors ¢ admet ane
X—to X—rtwo

asymptote obligue déquation y = ax + b au voisinage de F .

Exemple
Calealer les limites suivantes et donmez-en une interprétation graphigue:

2
4) i XE274
—>-2" 2 +X
o —4x"+5
b) im ———=
]wa —\+5x—x*
. ; 4% +Ax+5
Z) lim X)+(4x + ou )= .
)l £()+(4x+1) 0d £(x)=-T—=
Solvtion
www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessonmadgmail.com
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2
a) Pour lim i 2
k>-2" 2 +X
Ona lim x+5—x> == (car le polymdme x+5-x* est continue en -2.).

X—=>-2"

£+ lim 2+x=0 (carx <=2 ).

X—=>-2"

_ 2
Done en appliquant les régles de quotient des limites ; on obtient . lim XJ;;—XX =+
X—>-2" =+
ZLuterprétation géométriguc .
G admet —o la droite d'équation x = =2. comme asymptote verticale.
_ 2
b) Poar lim —£+2
xo=o A+ 5K —X

A2 A2

En utilise la régle du plus haut degré ; on obtient : lim A G N 4); =4

x>0 — + 15)( \— XZ B k—>—o —X
Luterprétation géométrigue :
G admet au voisinage de—wo la droite d'équation y = A& comme asymptote horizontale.

2
2) lim £(x)+(4x+1) oA £(x)= —4)‘%‘;*5 .
pour caleuler cette limite il suffit de trouver une expression simplifier de
Z
lim #(x)+(4x+1)= lim —w+(4x+1)
X—>+0 X—>+00 X+ 2
2
On peut dabord montrer que : £(x)= —4X+—q?f+5 =—(4x+1)- iz par une division
X+ X+
euclidienne de Ax* +Ax +5 par x+2 , on obtient .
2
f(x)+(4x+’l)=—w=(4x+1)—(4x+1)— 3 __ 3 ot m——2—=p
X +@ X+2 X+2 e x4

Done : lim £(x)+(4x+1)=0.

ZLuterprétation géométrigue .
G admet une asymptote oblique déquation y = —(4x +1) au voisinage de+o

5. Comment montrer que la courbe représentative dune fonction £ admet une
asymptote verticale

Méthode
On cholsit une valear interdite ae IR de £ (cad une valear ou £ nw'est pas
définie) et on caleale lim f(x) pour 1rouver +o ou —x.

Dans la plus part des cas cette limite se caleulera a droite et a gauche de a .
On conclut que la droite dequation x=a est une asymptote verticale 4C, .

Txemple
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2
Soit la fonction f definie sur 1o, O)aivc] par. t(x)="> : Xx_ :

Woutrer que f admet une une asymptote verticale dont on précisera une éequation.
Solution
Comme 4 annule le denominatear de f(x), on n'hésite pas : on caleule lim {x)

On a :limx* +x-6=14 etlim 4-x=0 . Donc lim f (x) =40 (celon si cette limite est 4

drofte ou 4 gauche de 4.

ZLuterprétation géomctrigue .

Des deux deniers résultats, on déauit gue la droite dequation X = 4 est asymptote
verticale 4 la courbe représentative de la fonction .

ZONE PUBLICITAIRE

G. Comment montrer gue la courbe représentative dune fonction £admet une
asymptote horieontale

Méthode
On caleale lim f(x) ou lim f(x) pour trouver an réel b.

On conclut alors que la droite équation y=b est une asymptote horizontale 4
C, au Voisinage de —o ou au Voisinage de +» .

Txemple
_ 2
Soit fixe 2+)2( X Jdéfinie sur TR
3X°+7

Woutrer gue C, la courbe représentative de f, admet en —o une asymptote dont o
précisera une équation.

Solution
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En utilise la régle an plus haut degré ; on obtient :
2 2

lim £ (x)= lim 27Xy 2N _ 1

x> o= 3XP+7 =33 3

On peut done conclure gue C, admet une asymptote verticale en —o d'équation y = —%

7. Comment montrer gue la courbe représentative dune fonction £ admet une
asymptote obligue

Méthode 2. (on nous demande A'étudier les branches infinies de la courbe
de f anx voisinage de +o )
On frouve lim f(x)=.

On calenle  lim /(x) ;o0 4 1rols cas possibles .
X—>too X
e lim G 0, alors (& ) admet une branche parabolique de direction
Xx—rtoo X

laxe des abscisses aux voisinage de oo )

oim 7 _ i ; alors (G ) admet ane branche parabolique de direction

X—rto0 X

laxe des ordonnées aux Voisinage de o )

® lim S(x) =a =0, alors on caleule lim f(x)—ax ; on a deux cas possibles :

X—pto0 X X—too

~ lim f(x)-ax =10, alors (Cf ) admet une branche paravolique de

X—*oo

direction la droite d'équation y = ax aux voisinage de o )
~ lim f(x)-ax=be R alors (¢ ) admet une asymptote obligne

X—*o

d'équation y=ax+b aux voisinage de +o ,

MEéthode 2. (on nous donmne une droite et on nous demande de montrer gue
cette droite est une asymptote 4 la coarbe de f aux voisinage de oo )
On trouve lim £ (x) =,

X—*to0

On montre gue lim £(x)—y=0 ou lim £F(x)—y=0 avecy=ax+b
O conclut alors que la droite déquation y = ax + b est asymptote oblique 4 ¢,
AU VoISINAge de +o ou au Voisinage de —o .

Exemple
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:2X2—®x+5
¢ =

Soit fla fonction définie sar TR —{1} par . £ (x)

a) Péterminer les réels a,; b et ¢ tels que £(x)=ax+b+ % :
X —
b) En déduire que la courbe représentative ¢ de £ admet une asymptote obligue dont

on préecisera une équation.

Solvttion
a) Pour toutx=1 ,oma. ax + b + c_ _ ax(x=1)+b(x=1)+¢
X =1 X —1
_ax*+(b-a)x+(c—b)
= —
a=2 4=2

En identifiant les deux expressions on obtient s b—a=—@ = <b =-4
c—b =5 A 1
1 . 1
¢ f(X)=2x—4+—— ; dod : f(X)—(2x~4)=——
Pone f(x)=2x +x—1 od : f(x)-(2x-4) "~

EF comme lim —— =0, alors lim f(x)-(2x-4)=0

x>t ¥ —1 X—>F00

On conclut que C, admet la droite(A) d'équation y =2x-4 comme asymptote oblique a
Volsinage de o .

8. Comment Etudier sur lintervalle I la position relative de Cr et dune droite P qui lui
est asymptote

Méthode
On calenle £(X)—y ;ody =ax +b est une équation de la droite D.

On étudie ensuite le signe de £ (x)—y sur Tntervalle T (4 Iaide d'un
tableau de signe)
On conclut que C, est au-dessus de D sur Tutervalle I si f (x)—y =0 et que

(¢.) est an-dessous de D sur lintervalle I si £ (x)—y <0

Exemple
Dans l'exemple précédent, étudler les positions relatives de (¢.) et de la droite D,

déquation y =2.x — 4

Solution
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‘ R

On a montré que pour x #1, £ (x)—(2x —4) = -

Etudlons le signe de £ (x)—y avec x #1 : £ (x)—y
Or x—=1>0 pour x >1 et x—=1<0 pour x <1
On peut done dive que :

sar W40 ;£ (x)-y >0

Ce qui signifie que sar lintervalle W, +oo| ; (&) est au-dessus de P.
Et sur -1 ; f(x)-y<0

Ce qui signifie que sar lintervalle]-o;1[ ; (CF) est au-dessous de P.

QA

st du signe de x —

ZONE PUBPLICI TAIRE

Série d’exercices corrigés étude de fonction
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Exercice 1
Soit f la fonction wumérigue définie sur ZRpar: £ (x)=x"+x* +x -3
1. a) Etudier la wmonotonie de la fonction £
b) Résoudre dans IR 'équation £ (x) =0 (Remarduez gue 1 est mie solution
évidente)
2- Soit g la fonction vamérigue définie sur]—o0;1] par: g(x) =y1—x
a) Etudier la monotonie de o sur ]—o0;1]
b) Résoudre 'équation £(x)=g(x) .
3- Soit 1 la fonction wvuméridue définie par : 11(x)=£og(x)
a) définir D, l'ensemble de définition de  puis expliciter /(x)
b) Dresser le tablean des variations de

Correction Exercice 1
1. a) pour tout x e IR ;ona: £'(x) =2x" + 24 +1
=2x% +x*+2x+1
=2x% +(x+1)
et comme (Vx e IR) ; 2% zet (x+1)" >0
Alors (Vx e IR) ; £'(x) > 0 ; la fonction f est strictement croissante sur IR
b) Résolvons dans IR 'équation £(x) =0 ; on peut remarduez que 1 est une solution

évidente ; dovc le polynbime x> + x> +x —3 est divisible par (x —1)
En effectuant uve division euclidienme de x> + x* + x =2 par ()c — 1) ; on otient
x>+ x* +x—%=(x—1)(x2 +2X+%)
=(x=1)(¥2+2x +1+2)
= (x=1)((x+1)" +2)
Dowe 7”()():o<:>()c—1)((x+1)2 +z)=o
&Sx-1=0 ou (x+1) +2=0
oSx=1 ou (x+1] +2=0
Comme (X +1)" +2 >0 ; pour tout x € IR ; alors £(x)=0< x =1
D'oit I'éduation £(x) =0 admet une unique solution x, =1
2éme méthode
On peut remarquer gue : X> + x> +x —23=x> =1+ x> =1+ x -1
= (x=1)(x? +x+1)+(x—1)(x+1)+(x—1)

=(x=)(#* +x+1+x+1+1)
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(x=)(¥* +2x +1+2)

(x=1)((x+1) +2)

2-9(x)=\1—x ; pour tout x € |-o0;1]
) Soit x €~ s ona . g'(x) = (\M - X)
(1-x)

T2«
1

21— x

!

DPou (VX € ]—oo;’\]) E g'()() <D
Done g est ane fonction strictement décroissante sur |—o0;1].
b) Poar tout x € |—o;1] sona: £(x)=g(x) x> +x* +x -3 =J1-x

& -(1-0)((x+ )" +2)=V1-x
| 1—)()2 ((r+1)"+2)-v1-x =0
© —x/1—X((\/1—X)((X+1)Z +2)+1)

Done X, =1 est solution de [quation £(x)=4(x)

Alors six #1 ;ona: f(x)=9(x)< (\/’\—X)((X+’\)2 +2)+1: 0

£t comme (V1=x )((x +1) +2)+1>0
Done la seule solution de quation £ (x)=g(x) est x =1.
3- Soit 1 la fonction vaméridue définie par : h1(x)=£og(x)
a)D, Z{XE%/@(X)EZ}
={x e}01]/9(x) e IR}
= Jo0]
b) On sait que £ est strictement croissawte sur IR et que g est ane fonction
strictement décroissante sur |—o0;4| ; donc par proprieté de la monotonie d'une fonction

composée on déduit que W est strictement décroissante sur |-oo;1] ; d'od le tableau de
variation de h .
X —00 1
W' (x) -

g | T
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Exercice 2
Soit £ la fonction numérique définie par : £ (x) = (\/X 1-— 1)3
1. Détermiver I,

2. ttudier la dérivabilité de £ 4 droite en —|
2. Etudier la monotouie de £ sur I,

4. Soit o) la restriction de  sur l'ntervalle [0;+oo
a)Montrer due o admet uve fonction réciprogque g définie sur un intervalle J a
déterminer
b) Déterminerg™ (x) pour toutx € J

ZONE PUBPLICITAIRE

Correction Exercice 2.
£ ()= (Jer1-1)
1. 0. ={xeIR [ x+120}
={xeIR [x=-}
Done 1, = [1;+00]
2. Etudions la déviviavili+é de f a droite en —

Caleulons  lim ! (X) -7 (_1)
x—>—* X+

£ (=) =(v=t+1-1) ==
F)-F() (=) +1

Pone pour X # - ,on 4. =

X +1 X +1
(VE+1-1+1)(x +1-Jr+1+1)

X +1
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Je+(x-Jr+1+2)

X+1
:X— X+1+2
X+
D i LT oy KX die2
==
Donc  n'est pas dérivable a droite en —
3. Pour toutx € |-\, +00] ;ona . F'(x =( X+1- 1)3)
- (\/x+1 ) (V=)
()

£t comme (Vx € |-1;+0) (\/X_—H - 1)2 > og+( X+1— 1)2 >0

Alors (‘V’X el +oo[) ) f’()() >0

Done £ est croissante sur [—;+o0]

4.a) (Vx e[o;+) ; £/ (x)>0=4'(x)>0

D'ovt g est strictement crolssante sur [0;+o0| ; par suite elle admet me fonction

réciprogue 4" définie sur an intervalle J = £ ([0;+)

:[f(o) ; lim f(x)[

X—>+00

:[f(o) ; lim f(x)[

X—>+00

e£(0)=0
o lim £(x)= Xlivlqw( X +1 —1)%

3

\,,. (Ve+1-1) (Ve +1+1)
X—>+0 (/X_i_/\_i_/\)
]| |
X—>+0 (\/m—i_/\)
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. X
= lim

. X
= lim

Ett+=Jx+1=>x=71" -1

E B)
i | ——— =um(%2_1}
X—>+00 (\/X_-I—/\-l—'\) +—>+00 (7‘—+/\)
= lim (+)” =+
+—>+00

Done lim £ (x) = +o0

£t J =[0;+
b) Pour toutx e T ; ona y=4"(x)=>x=9(y)

= (3 +1) =y +1
=y =(3x+1) -1

Dod g7 (k)= (?/; + ’\)2 —1 ;pour toutx e J

Exercice 3
Etudier la continnité en X de chacune des fonctions suivantes :
f(x):1_— 172 5 x#0
1. . . % =0
RIS
0)-2
( ‘xz —3X+ 2‘ _
f(x)=——— si x=2
2 : X*—4 X =2
f(2)==
(2)-1

Correction Exercice 3
. Calealonslim £ (x)

X—0

on pose + =X +1 quand X — +0© dlors + —> +o0o
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A-vi=x en remplagant x par O on obtient une forme indéterminée 5 ”
X

fim £ (x) =l
Four X # 0 onﬁ-ﬂ_\/q__X:(ﬂ_‘//‘__X)(WJr\h—_X)
X x(1+41=x)
_ 1=(1=x)
X(1+\/'\——X)
1

(1+1-x)
1-J1-x

Dod lim £ (x) =lim

X—0 X—0
— i ——— =1
o(1+1-x) 2

Done limf (x)=1£(0) , par suite f est continue en x, = 0.
X—0

( x2—3x+2‘

=l
1

f(2)==

(2)-1

SI X#2

Calealonslim £ (x)

X—>2

x> —2x + 2 . o
en remplagant x par O on obtient une forme indéterminée

i e = M ==
Q//
0)

ZONE PUBLICI TAIRE
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[ ~3e 2] -2
Four x #2 ona: > =
X* =4 (x=2)(x+2)
X =2x+2 _ _
Pone @ six>2 ; | > |=(X 2)(x=1)
=4 (x=2)(x+2)
X+2
- k=1 A
p/ [ X :[ = —
o XLVQ*f( ) XL@+X+Z 4
Done lim £(x)=7£(2) ; par suite £ est continue 4 droite en X, = 2..
x—2"

e —2e+2] —(x-2)(x-1)

® S/ix<2
=4 (k=2)(x+2)
_ =k +1
X+2
- =X+ 1
Do lim £(x)= lim =——
© x»z’f( ) =2 X+ 2 4
Done lim £ (x)#£(2) , par suite £ n'est pas continue 4 gauche en x, = 2..
X—2"
Exercice 4
Etudier la continnité en X, de chacuve des fonctions suivantes :
f()c):)(\/;_z1 six#1
1. X% —X i =1
rf()=—=
( v 2
75()() — X_— “X+2 s/ X > 2
X—2
247 (2)= El X =2
4
. (ﬂXj
sin| —
\_ 2
£ (x)= si x<?2
X—2

ZONE PUBLICI TAIRE
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Correction Exercice 4

7”()():)(\/;_21 six#1
1 é‘x X =1
76(’\):—5

Calewlons lim # (x)

X1

Oma:liW\f(X)zliVV\X £

xX—=1 -1 X — Xz

xlx =1 (s =1)(xx +1)

x—x* (X—XZ)(X x+1)

1 ; on a uve forme ndéterminée du type % A

Four x #1 on a.

e
(x—xz)(x X +1)
x> =1

x(1—x)(x X +1)
(k= )(#" +x+1)
B x(1—x)(x X +1)
—(¥* +x+1)
x (e +1)

Dove lim# (x) = lim £l A

X1 =1 X — )(2

—(¥* +x+1
=lim ( ) = _2
N x()c x+1) 2.
Dovc im £ (x) =F (1) ; par suite f est continue en 1.

xX—=1

Fl)=X¥**2 g sy
X—=2
_2
2 f(zy—4
. (nxj
Sin 5
£(x)= P si x<?2
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Il s'agit d'étudier la continuité de £ a droite puis a gaunche de 2 car £ est défivie par
deux expressions différente sur J-o0; 2 et sur |2;+oo[ .
e Calculons lim £ (x)

xX—2

3 4 N4 17 O 17
; on a uve forme indéterminée du type o

siw()
lim £ (x) = lim Nz

x—2" k=27 X —7

Ow posant h(x) = s‘m(%x) ;onan(2)=si(r)=0 ;donc

sim(wj
i — 27—y 25 (2)
=2 X =2 X—2" X—2

x—2" X—2

et comme W est dériviable en 2 alors :

Do ' (2) = —%

Par suite lim £ (x)#£(2) ; dove f west pas continue a gauche en 2.

X—2

e Calculons lim £ (x)

x—2"

Ovwa: limf(x)= i £=VEFZ

e -2 k=2
Pour x #2 ovm'X_ X+2:(X_ X+2)(X+m)
k=2 (x—2)(x+x+2)
(P -(x+2))
(x—z)(x+\/m)
(x> -x-2)
_(X—Z)(x+\/m)
-2
(x-2)(x+x+2)
X +1

_X+Jx+2

Done lim £ (x) = lim il 2

x—2" =27 X+ X+ 2 4

o J . 7 /7 O /"
; o a uve forme indétermivée du type 5
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D'ont lim £ (x)=7£(2) ; par suite f est continue a droite en 2.

x—2"

Exercice 5

Ow considére la fonction of défivie par : £ (x)=4x +1+ A

X =1
1. Déterminer ., puis caleuler #(0) ; £ > + £ =
2. Caleuler les limites de £ Aunx borves de 7,

3. Calenler #'(x); pour tout x € D,
4. Dresser le tableaun de variations de

5. Dowver les Tmages des intervalles Suivants : }—oo;%} ) [D;%} et }1;%}

. Wontrer gue l'équation £(x)=0 admet une solution unidgue dans l'er@r\/all@}%;ﬂ[

Correction Exercice 5

1.0 ={xeIR[x—-1#0}
={xeIR [x#1}
= |~ [ W oo

~F(D)=4X0+1+——=0
0—-1

Nf(lj=4x1+1+ 1 =1
2 2 1_,\
2
Nf(éj=4xi+1+ 1 =q
2 2 2\ 1
2

ZONE PUBLICITAIRE
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2.0 lim f( )— livn 4X+1+L=—00(cm lim L=o)

X—>—00 X—>—00 X — ’\ K—>—0 Y — /\
o limf(x)= |WV\4—X+’\+L:—OO(MW livni:_oo)
X1 X1 X —1 =1 X —A1

o lim#(x)=lim 4x + 1+ —— = 100 (car IWV\L—%O)

x—>1" x—>1" X —1 =1 X —1

o lim #(x)= lim AX +1+ —— = 4o (car lm ——=p)

x40 K>+ X —1 x—to0 ) — A
3. Calenlons £ (x); pour tout x € I, ; f est dérivable sur son domaive de définition
comme somme et guotient de fouctions dérivables ; et pour tout x € . on a
£ (x)= (4)( +1+Lj
x—1
1
(r=1)"
4(x=1)" -1
(e
(2(x-1)) -1
(r=1)"
(2 =1)-1)(2(x=1)+1)
: (=1
_(2x-32)(2x-1)
)
(2x=3)(2x-1)
(r=1)°
3. le sigue de £'(x) est celui de (2x —3)(2x —1) sur]—o0; [ U ]1; +oo
Tablean de signe de (2.x —3)(2.x —1)

Done £'(x) = ; pour fout x € 1.

X —00 l é +00
2 2
2% -1 - b + +
2% =3 - | — 0 +
(2x-3)(2x-1) -+ b - ( +

Dot : @f'(x) =0 sur }—oo;l} et sur l:é;+oo‘:
2 2
of'(x)=0 sw[l é}
2 2
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4. Tableau de variations de £

X —00 il 1 i +00
R I N I N
£ (x) ) / 1 \: +OO\ q / +Oo

5. @ Comme f est continue strictement croissante sur }—oo;%{ et

}—w;%} < oo [ W s 400 ; dome fﬂ—oo;%D = }XILVQOF(X);F(%H

= ]-o0;1]
Done fﬂ—oo;%D = J-o0;1]
1

e Comme f est cowtinue strictement croissante sur {O;%} 51{();2} < [~ [ U 1+

done : ’C@O}%D = [‘C(O)”C(%ﬂ

=[0:1]

Done f @o;%D =[0:1]
3

e Comme f est continue strictement décroissante sur }\;3} 57‘}\;2} oo A[ U A +oo]

dovc : £ G1§D = [F [%)M\F (x){
Done £ G1§D =[a; +o0

G. f est continue et strictement décroissante smr}% ; 1[ et

) Jerort]

= |01

= [ +oo
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De plus 0 € |-o0;1[
Done d'aprés le TVI éaquationf (x) =0 adwmet une solution unidue dans l'wtervalle

L]
2
Exercice @

Soit la fonction définie sur IR par: g(x) =x> —x* +2x +1
1) a) Moutrer que la fouction est continue et strictement monotone sur IR .
b) Déduire aue ['éanation g(x)=0Dadmet une miigue solutiona dans l'intervalle
&2l
2.) En utilisant la méthode de dichotomie, doner un encadrement de a d'amplitude 0,25

Wontrer due : a = —%/|a2 ~2a -

Correction Exercice @
g(x)=x>—x>+3x+1; pour fout x e TR
1. a) g est un polynbime de degré 3 dove elle est continue et dérivable sur IR ; et pour

tout x e TR ;on a: g’(x):(x%—x2+%x+1)'
=2x"—2x+3

=%(x2—%x+1j
B)
1. (AY .9
=3 )(Z—Zx—)(+(—j =
B B) a

Ponc (VxeIR) ; g'(x)>0
Dot g est strictement croissante sur IR .

ZONE PUBLICI TAIRE

) o est confinve strictement croissante sur IR en parficlier sur Iwtervalle [—1; 0]
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et 9([-10])=[9(=1):9(0)] (g9(=1)=-4.4(0)=
=[-4:1]

Et 0 e[-41]ou 9()x¢(0) <O ; done d'aprés le TVI I'équation g(x) =0
admet une unigue solutionar davs l'ntervalle |-1; 0

2) Caleulovs I'imagye de —% milien de l'wtervalle]1;0[ ; on a :
g 2
1 1 1 1 Ea
—— |2 == | = == | 9% == |Fil=——
o(-2)-(2) 5) 233
D'ont g(—%) <0 ; 9(0)>0 ,alors a e }—%;O{ et comme 'amplitude de l'ntervalle

}—z;o{ est 0,5 alors on refait la méme opération pour réduire | amplitude de

encadrement de « .

Calculows limane de —% milien de l'er@r\mIl@}—%;o[ soN A

1 1Y 1Y ( 1) 1
e e = P

9( 4) ( AJ ( 4) 4)" T oa

Dot g(—%) >0 @(—%) <0 ,;alors a e }—%;—%[ et l'intervalle }—%;—%{ est

d’'amplitude 0,25 ; par suite on a obtenue l'encadrement dea vouln,
Ona:g(a)=0=>a’-a* +3a+1=0

=a’—-a*+2a+1=0

Sa’=a*-3a—-1

=a= J_r%/|a2 —2a -1 etcomme a <0

Alors a = —%/|052 -3a — ’\|

ZONE PUBLICI TAIRE
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Probléme 1
Ow covsidere la fonction £ définie par : £ (x) =x —2x +1

Et solt (Cf)sa courbe représentative dans un repére or+l/lomorvmé(0; i f)\
1) Déterminer D, le domaive de défivition de f.
2) Caleuler lim £ (x)

X—>+00

3) Etudier la continuité de £ sur l'wtervalle[—1; +oof |

4) Etudier la dérivabilité de f a droite en —1 ; puis interpréter aéométriguement le
résultat,

5) Etudier les branches infinies au Voisinage de+oo

X

\/x+1(\/x+1+1)

7) Dresser le tablean de variation de £
®) Résoudre I'équation £ (x)=0pour toutx = —. Tuterpréter graphiquement ce
résultat.

@) WMowtrer que : Vx> ; £'(x) =

a) Tracer (& )davs le repere orJrlemorvmé(O; /'*;f)\

Correction Probléwme 4

£ (x)=x—-2x+1

1) 2 ={xeIR/x+120}
={xeIR/x>-}
= [~ +oof

2) Calenlons lim #(x)

X—>+00

Ona: lim£(x)=lim (X 24X +1 ) ; en remplagant x par +oo on obtient uve forme

X—>+00 X—>+00

indéterminée (+0)+(—o) ; alors evlevons l'mdétermination ; pour x >0 on a:

‘- szT_[X 2 e[ _jj

={x—2x %+xi2 ( VX% =X quand x >0)
:XL -2 1+i2
X X
Dowc lnmf = lim x| 1— 2 1 a4 =400 ; car lim 1+i=o
2 2
X—>+0 X—>+0 X X—+o X X
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3) la fonction x > \x +1 est continue sur son domaine de définition qui est [—1; +oo] et ke
fonction x > x est continne sur TR ew particulier sur [ +00] ;par suite la fonction £
est cowtinme sur [—\;+oo[ en tant que somme et produit de deux fonctions continues.

4) Calolons fim T F)=F ()
x>+ X —(—’\)
) -F() (2 t) - (-2
Ona: lim = lim
x—+—1" X — (—/\) x—>+—1" X+
— lim X =2~ +1+1
x—>+—1" X +1
i (X +1)— 25 +1
x—>+" X +1

= —o0 (car lim ! = +00 )

: 2
= lim 1- _
x—>+—1" . /X +1 x>+ /X +1
On conclut que  n'est pas dérivable 4 droite en —\ et que(, ) admet ane demi-tangente
au point dabscisse —\dirigée vers le bas.

X—>+0 K>t X

X _ /
° limﬂzlimx VX1
k40 X X—>+00 X
— lm 1_2\/X+1
X—>+0 X
=lim1-2 XJT et = lim X_+1: lim 1:o
X—>+00 X X—>+0 X )(%+ooX
. X
Alors lim %)=1

Calenlons lim £ (x)—x

X—>+00

o limFA(x)—x=Ilmx—2Jr+1-x

X—>+00 X—>+00

= lim —2Jx+1=—00

X—>+00

Dod lim £(x)=+0 ; lim M:1 et lim £ (x)—x =—o0 ; on conclut que (¢ ) admet

X—>+00 x>+ X X—>+00

une branche parabolique de direction la droite d'équation y = x au voisinage de +o

@) Pour fout x>—1;ona: 7‘"()()=(X—Z\/X+’\),
=1- 2
2x +1
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PoiNx>—; f'(x)=

Jr+1-1

T
(Ve =) (Ve 149)
- \/x+1(\/x+1+1)
o (x+1-1)
_\/x+1(\/x+1+1)
~ X
e (V1)

X

\/x+1(\/x+1+1)

7) On a £'(x) est du méme signe que x d'vd :
Tableau de variation de £ sur [, +o0]

X —1 0 +00
'(x) — D -+
f()() +00

o —

B)onapour x =21 £(X)=0<x—2Jx+1=0

SX+1-2Jx+1+1=2

<:>(\/x+1)2—2\/x+1 +1=2

@(\/ﬁ—ﬂ)zzz
S+1-1=x/2
Jr+1-1=—2
Cj{J?I?—1=JZ
Jrt1=1-+2
R NN,
r+1=(1-42)
- x+1=(1+v2)
x+1=3-22
CN}+1=%+2¢Z
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X
=
X

2(1-+2)
2(1++2)

Comme 2(1 — JZ) e[t +o[ et 2 (1 + \/Z) € [ +oo[ ; on conclut que (&) coupe axe des

abscisses en deux points d'abscisses respectives 2. (1 —J2 ) et 2 (1 +2 ) .

a) Construction de (/,;)&{avns le repére OH‘MOMOI’W\é(O; i f)\

Probléme 2
Soit £ la fouction définie par 1 £(x) = ——— ot (¢) sa conrbe représentative dans
X =1

repere orﬂnowormé(&; i f)\
1) Déterminer I le domaine de défivition de f.
2) Calenler Xli/? £ (x); puis interpréter géométriquement le résultat,
2) a) Montrer que : XILVow(X) = +0,
b) Etudier la bravche infivie de (Cf )&M Voisinage de+oo
X—2

2(x=1)x =1

b) Dresser le tablean de variations de f.

4) a) Mowntrer due :Vx € [1;+0[ ; £'(x) =
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—X+4
5) a) Montrer due : Vx e [, +o| ; #"(x) =
oo 5 £7(x) YR

b) Etudier la concavité de ().
¢) Covstruire (Q)&iams le repér@(o; /s f)\
Correction Probléme 2.

1) D ={xeIR/[x-120 et x-1#0}
={xeIR/x-1>0}

={xeIR/x>1}
= 1 +oo]
2) CalcmlomsXli_\f:\+ f(x)
Ova: limf(x)=lim
x—>1" >\ X —1
= 400 (Cﬁ/fxliﬁv?+ Jx=1=0")

Alors (cf ) admet une asymptote verticale d'équationx =A.

3)a)Ona: lim £(x)= lim

X—>+00 X—>+0 X_/\
2
= lim
X—>+00 X_'\
2 XZ
or lim = lm =— = lim x =+ ,; donc lim £ (x)=+o0
x—>+oo)(_'\ k—>+0 X X—>+00 X—>+00
: - (X
b) Ona lim £(x) =400 ; caleulons lim i)
X—>+00 X—>+00 X
A
o F(x : —
Ona: lim L: livn x_1\
X—>+0 X X—>+00 X
= lim ——x 2
X—>+00 /X_/\ X
= lim [
X—>+00 X_/l
N 2 01 )
Pod lim on (¢arlim \Jx —1 = +00)
X—>+00 X X—>+0

Donc(& ) admet ane branche paraboligne de direction l'axe des abscisses aux

Volsinage de +o .
www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessonmadgmail.com
whatsapp : 00044666496


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

4) &) Pour tout x € [\, +o0[ ; Ona . f’(x)—( ad j

N
X\/X——W—Xx( X—’l)
(=)

(k=)
-

X =1
X
. 2x=1
X =4
2k —1xJx=1-x
24X =1
2
__2(k )=k
24k =1 (x=1)
_x=2
2 (x=1)x-1
x-2
2(x=1)x -1

)£ (x) est dun méme signe que(x —=2),; d'od le tablean de variations de £ sur J4;+oo| .

!

X
(x)

Done (VX et +oo[) s (x) =

X 1 2 +00

N
£ (x) +OO\ /+Oo
f(2)=2

5) a) Pour tout x € [i;+0| ; Ona: ffr(x):( X=2 }
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:1((}(—’\)z+(X—2)x(_§jx(x_,\)'X(X_,l)—i—1j
o922 )
_A 1 Lo 3=2)

2| (== | 2 (Je-a)
1 1 1_%(»c—z)

2 (x=1)vx=1_ 2(x-1)
_A 1 2()(—1)—%()(—2)]
2 (x=1)x =1 2(x-1)
_2(x=1)=3(x=2)

4(x 1) e
_ —X+4

4(x=1)"Jx=1

Lone : ‘v’Xe]1;+oo[ ; f”()():Ar(X::)tjm

b) £"(x) est du méme signe que (—=x + 4) ,

Dod £f"(x) 20 pour x <4 et £"(x) SO pour x 2 4

Done (¢ ) est concave sar [4;+o0 et convexe sur]—oo; 4.
¢) Construction de (cf,)daws le rcpér@(O; /s f)\

C |
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Probléme 3
1 1

Soit £ la fonction défivie par: £ (x)=x-1-—+—
X X

£t soit (Cf)sa courbe représentative dans un repere or+l/lomorvmé(0; /7;J?)~

1) détermiver D.le domaine de définition de f.
2) a) Caleuler les limites de £ aux bornes de D,

b) Etudier les branches nfivies de (& ).
3) Etudier la position relative de (¢ )et la droite(A): v =x—1.

4) a) WMowtrer que f est dérivable sur IR "
b) Caleuler £'(x) pour toutx e IR",
¢) Etudier les variations de f.

5) Montrer o{mef(%;%j est un point d'inflexion d@(cf)\

@) Péterminer les points dintersection de (&) et l'axe des abscisses.
7) Construire (&) et la droite(A) dans le rcpér@(O; N, f)\

®) Détermiver graphiduement le sigue de £ (x)sur IR,

a) Construire davs le méwme repére (0; /'ﬂ;f) la courlbe de la fonction g définie par :

. 1 1
VxeIR" ) g(x)=x——|1——|.
( ) 9(x) -
Correction Probléme 3

1 1
W= == e =
Fe)=r-1-"+—

) 0. ={xeIR[x+0}=IR"

2) a) e Calenlons lim £ (x)

X—>—00 X—>—0

Ona: limf(x)= lim (x—ﬂ— +ij=—oo(mr i 2 = i i=o)

)(2 X—>—0 X X—>—0 Xz

x|~

® Calculons lim £ (x)

X—>+00

Ova: lim#F(x)= lim (x—1—1+izj:+oo(mr lin 4 lim izzo)
X—>+0 X—+0 X X X+ X X+ X
o Caleulons lim #(x)
X—0"
. g 1 1 . 1 : 1
On a . llW\f(X)zllW\ )(—1——+—2 = +oo (car llW\——:hw\—Z:+oo)
X—0~ x>0~ X X X¥—=0" X 4

o Caleulons lim #(x)

x—0"
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Ona: lim £ (x)= lim (X—ﬂ—%+ij---FI(0m lim =2 = —0 et liyn i:+c>o)

x—0" x—0" )(2 =" X X—0" )(2

1.1 1
Four X #0 ona: x —1——+—=x—-1-—(¥—1
XX xz( )

:(1—;%)(x—1)

Done lim £ (x) = lim (1—%}(;(—1):%0

x—>0" x—>0"
. * X
b)eOna: lim £(x)=—o ;caleulons lim £x)
X—>—00 ¥—>—0 X
1.1
X=1-—+—
. X . 2
lin —76( ): livn XX
x>0 X X—>—00 X
R S
— e —— 4 — =
ety e e

Calenlons lim £ (x)—x

X—>—00

X—>—00 X—>—0 X X

lim £ (x)—x = lim (X—1—1+iz—xj

= lim (—1—1+izj:—1(cm livn 1 livn %:O)
X—>—0 X X X——0 X X—>—0 X
Dot (& ) admet une asymptote oblique d'équation v = x =1 anx

Voisinage de —oo

X
e Ova: limf(x)=+0 ;calenlons lim £(x)
X—>+0 X—>+0 X
1 1
X=A-—+—
nmfﬁﬁznm A
X—>+00 X X—>+00 X
: 1 1 1
= lim 41— ———+—=1
X—>+00 X XZ X%
Calenlons lim £ (x)—x
: ‘ 1 1
i )= = i (X—ﬂ——+——xj
X—>+00 ( ) X—>+00 X XZ

= lim (—1—1+ij=—1(cm livn A livn i=o)

X—>+00 x x* P =
Doit (& ) admet une asymptote oblique d'équation v = x —1aux
Voisinage de +oo
3) Etudions le signe de £ (x)—(x —1)
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=(1—)c)Xi2

Dove £ (x)—(x —1) est du méwme signe aue (1—x) , par suite .
o (&) est au-dessus de (A): y=x—1 sur lintervalle J-o0;0[ et lutervalle ]0;1]
o (&) est au-dessous de (A): yv=x—1 sur lutervalle[1;+oof

4) a) fest dérivable sur IR ™ comme somme de fonction dérivable sur IR ™.

(la fonction x = (X - 1) s la fonction x 1 et la fonction x — iz)
X X

b) Pour tount x e IR™ ; on o f’(x):(x_q_lJrizj
X X

(x=1)(¥* +x+1)+x -1

el

X
(x=1)(x* +x+1+1)
(x=1)(¥* +x+2)
(X_qj(xz +x+2)

U x*
X_qj(xz +x+2)
X X
¢) Comme xX* + x +2.>0 Pour tout x € IR (ov caleule le discrimivant de I'équation
du 2éme degré et on trouve au'il est wégatif) ; alors £'(x) est du méme signe que

(X_—ﬂj ot
X
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Tableau de signe de £'(x)

X —00 0) 1 400
X — D +

X =1 — O +

F'(x) + 0 — | +

D'oit £ est décroissante sur lintervalle [0;1] et croissante sur lintervalle J—o;0] et

sur lintervalle ]1; +oo[

5) (‘V’XEIR*) : f'()()z(x;/\)(xz +X)2(+2)

X +x=2
X%

Dove pour tout x e TR ; on a f”(x):(quiz_%)
X X

~ /\ !/ 2 !
) e
_ —2x [ —2x3x*
%
L =2x) Gx*
- 4 v x©
(-2x+6)

X4
2(=x+2)

X4

Dod " s’ annale en changeant de signe en x, =3 | done le point I (%; %) est an point

A'inflexion poar (¢ ).
@) Péterminer les points d'intersection de (&) et l'axe des abscisses revient a résoudre

l'équation £ (x)=0

0ma:f(x):o<:>x—1—1+iz=o
X X
X2 —x*—x+1

< =
XZ

0
< x7(x=1)—-(x=1)=0
& (k7 =1)(x-1)=0
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< (x+1)(x-1)(x=1)=0
< (x+1)(x=1)" =0
S x=—od x=1
Donc les points d'intersection de (C.) et laxe des abscisses sont A(—1,0)e+B(1:0).

7) Construction de (Cf)doms le mpém(&; i f)\

5

4

) Graphiquement (& )est an-dessons de l'axe des abscisses sur lintervalle J-o0;—1] et
an-dessus de sur l'axe des abscisses sur l’im+@r\/all@[—1; O[ et sur l'er@r\/allc]o; +oo[\
Dowc : ® (VX € ]—oo;—1]) ;7 (x)<0

o (Vxe[—to[ulo+d]); F(x)=0

1 1

0]) (VXE_ZP*) 5 6()(): X—; /\—;

{21
X X
A N .
X X X
1 1
X Xx°

=|F ()

DPod la construction de la courbe de g

.
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Probléme 4

Partie A
Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = 2x +~/4x* +1
1) Wowntrer aue :(Vx € IR) ; 9(x)xg(—x) =
2) a) Mowtrer gue: (Vx € 1?+); g(x)>0.
b) Ew déduire que : (Vx € 1?‘) ; 9(x)>0.
Partie B

Ow considére la fonction f définie sur IR; par: £ (x)=x + —\/4)( +1

Et soit (& )sa conrbe représentative dans mn repere OI"{’MOVIOI’W\G(O;/ i )

1) Montrer que lim £ (x) =+ et lim £(x)=0.

X—>+00 X—>—0

2) Wontrer que (& ) admet la droite (A) d'éauation cartésienmey = 2% comme
asqymptote oblidue an Voisinage de+oo

3) a) Montrer que f est dérivable sur TR et que : (Vx e IR); £'(x) = 9()

b) Bn déduire le tablean de variations de £ sur ZR .

¢) Déterminer I'équation de la tangente (7)a (¢ )au point /}(O;%j

d) Construire (& ); (A)et (7°)dans le méme repere or+\/10morvné(0; i f)\
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Correction Probléme 4
Partie A

g(x)=2x+4x* +1 ; pour tout x e IR

1) Soit x e IR ;ona: @(X)x@(—X)Z(ZX-I‘\/A-XZ +1)(—2x+\/4x2 +1)

= (Ve + 1+ 2x) (Vo +1-2x)
[ o
= AxX" +1-4x"
=1
Done ((Vx € IR) ; g9(x)xg(=x) =1.
2520

2) a) Soit x e IR ,owa\{m>o

Douc : (Vk e IR™); g(x)>0.

b) Soit xeTIR™ ;oma: g(x)xg(-x)=1
Comme (—x) e IR™ = g(-x)>0
Alors g(x)>0
T)ovw:(VXe_Zﬁf); g(x)>0.

Partie B
f(x)=x+%\/4?+1 s pour tout x € TR

D ona:elimf(x)= lim (X+%\/4X2+1):+oo

X—>+00 X—>+00

= 2X +4X"+1>0

et o lim £ (x)= lim (x+% Ax* +1j---FI‘
(x+;\/4x2+1j(x—;\/4xz+1j
(X—/\ 4x2+1]
2
2
X —(;\/4)(2 +1j
oS

Pour x <0 on a: x+%\/4x2+1:
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Done lim £ (x)= lim =0

X—>—00 X—>—00 (X B ; \/mj

Dont: lim f(X)=+oo et liVK\ 7”()():0\

X—>+0

2) Ona: lim £ (x) =+ caleulons lim £ (x)=+o0

x+1\/4xz +1
X)) 2
o [Im —==[im
X—>+00 X X—>+0 X
2
X—>+00 2 X
2
SN 1+1 4x 2+1
X—>+00 2 X
=2

2
(Car lim (4)( ;1} 4 done lim | 1/4)( Z+1 1)
X—>+00 X X—)+002 X

Calenlons lim £ (x)—2x

X—>+0

o lim £ (x)=2x= lim (x+% 4x2+1—2x)

X—>+00 X—>+00

= (im (1\/4)(2 4 —xj

X—>+00 2
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(1 4x2+1—xj 1 4x2+1+xj
= lim 1 2
ot ( 4x2+1+xj
2

Ax* +1 2
= lim 4
(;mHj
L
= lim 4
X—>+0 (; ,4)(2 +1 + Xj
1
= [im 4 0)

Done (@) admet la droite (A) d'équation cartésienney = 2.x  comme asymptote oblique
A Voisiviage de+o.

ZONE PUBLICI TAIRE
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3) a) f est dérivable sur IR comme somme de deux fonctions dérivable sur IR (la

fonction x = x et la fonction x = %\/4)(2 +1 ) et Pour fout x e IR; on a :

f’(x)=(x+%\/4?+1]'

1 (4
—q{r—x— 7

2 24x* +1
:/\+L

AN AX" +1
g 2x

NAXE +1
VAXT +1+2x
VAxX" +1
22X +AAXT 41
At
Donc: (VMxeIR) ; £'(x)= =)
NAX" +1
b) D'aprés la partie B question 2) on a: (Vx € IR );9(x) > 0; done
(Vx e IR) ; F'(x)>0 , dod le tableau de variations de £ :

X —00 +00
£'(x) +
ROINGI Wt
0

¢) la tangente (7)a (& )aun point ﬁ(o;%)a pour équartion :
4 =7'(0)(x=0)+7(0)

Sy

1
T)y=x+—
(7):y 5
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d) Construction de (¢.); (A)et (77)davs le méme repére orﬂ/\omormé(o; i f)
/1 1 | /

// Ju=
/e
Ry
BV
A

el

Probléme 5

1ére partie :

Soit g la fonction numéridue défivie sur o0, ] W[4 400 par :g(x) =2 —x*\x* =1 .
1- Vérifier due :x* —x* —4 = (Xz —2)()(4 + X7+ 2)

2- Etudier le signe de la fonction g sur J-o0; 1] \U[1; +o0

2¢wme partie .

2X

x> +2

Ow considere la fonction vamérique £ défivie sur[-1,1] par : £ (x) = —1

1 - Calenler £ (x) pour toutx e [-11].

2- Downer le tableau de variations de £ sur[—1;1]

3- Calenler £ (1), puis mowtrer due : (Vx e[-4,1]); #(x) <0
2ewme partie .

2AJK* =1

h(X)=T—X+1 slX e]—oo;—’l[u]’l;+oo[

n(x)=x>+3 si xe[-11]

Soit (¢, )sa conrbe représentative dans un repére orﬂ/}oworvmé(o; i f)

Soit I la fouction définie sur par :

1 - Mowntrer que la fouction h est contivne en 1 et 1.
2- Mowntrer gue la courbe(G,) admet wn centre de symétrie 7 (0;1) sur lntervalle

J=o0s [ [, oo
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3- a - Vérifier que lim /1(x)=—oo , puis montrer que la droite (B)d'éaquation v = —x +3

X—>+00

est une asymptote oblique 2 la conrbe(E, ) an voisinage de+oo
b - En déduire par symétrie due la droite (D, )d'éaunation y = —x —1est une asymptote
oblidue 4 la courbe(E, ) an voisinage de—oo
4- Etudier la dérivabilité de h en 1 a droite et interpréter le résultat géométriquement
5- a — Caleuler /7' (x)pour tout x € J-oo;—[ U J1; 400
b - En déduire le signe de /' (x) sur ]—o0; [ W J4; +oo[ .
G- a — Calewler /7' (x)pour toutx € [41] .
b - En déduire le signe de /7' (x) sur[-1:1].
7- Dresser le tablean de variation de h sur TR,
®- Dowmer les équations des demi-tangentes a gauche de 1 et a droite de .

a- WMontrer qu'il existe un uvidue réel a e [\/Z +oo[ [h(a)=0etaue 2<a <3
10- Tracer(&,) ; la droite (P,

1

) et la droite(D, ) davs le repére orJrleworw\é(O; i f)\

4éwme partie :

Soit t la restriction de h a l'wtervalle
1 - Montrer due u admet une fonction réciprodque u='définie sur uv intervalle J &
déterminer.

2- Calculer (M“ ), (D) en fonction deer .

ZONE PUBLICI TAIRE
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Correction Probléme 5
1ére partie :

g(x)=2—xx* =1 ; pour tousx € J—oo; ] U [1; +oo[ .

1) pour tout x e IR ov a : (XZ —2)()(4 + X +2) = x* (x4 + X +2)—2()c4 +x° +2)
=X +x* +2x% - 24 - 247 -4
=x"—x" -4

Doue: (Vx e IR) ; x* —x* =4 =(x> =2)(x* +x> +2)

2) Etudions le signe de la fonction o sur ]—o0; =] U [1;+o0[ ; pour cela on doit définir les

solutions de 'éaquation g(x) =0 puis étudier la monotovie de g surJ—oo; =] U [1; +o[ .
On a pour tout J-oo;A[ U+ : @ g(¥)=0<2-x"x* =1=0
S XX -1=2
<:>x4( X2—1)2 =4
e xt (¥ —1)-4=0
Sx-xf-4=0
= (XZ —2)()(4 + X7 +2)=O
(Carx® +x* +2.>0) & xF—-2=0

Sx=—l2 o x=+2
o g’(x):(z—xzx/ﬁ%),
=—2X\/XZ—’\—XZXL

24X =1

2
= x| 24K -1+ =2
NP
2xF =2 +x*
=—x
Vx© =1 J
2% -2
=—x
\/XZ—J

Or pour X < et X >1,;3x* —2>0
Done g (x) est du signe contraire de x par suite .

® g cst croissante sur |—oo, [ ; et g(—\/z ) =0
Alors soit 1 x < -2 = g(x) < @(—\/Z)
=g(x)<0
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2 <x<4=9(x)29(-2)
=g(x)=0
® g cst décroissante sur |1;+oo| ; et g(\/z ) =0

Alors soit : 1<x£\/2:>g(x)2g(\/z)

=g(x)20
sz/z:g(x)SQ(\/Z)
=g(x)<0
D'od le tableau de signe de g sur |—o0, ] U [1; +o0]
o /2 - 1 J2 +a0
g(x) — l# + E + D y
2ewme partie :
2X
Pour foutx e|=11]: £ (x) = -1
1) Pour toutx e[1;1] soma: £'(x) :[ 1 —1]
X*+3

2K +23 -2k x 2

o 2K +3

)

2
2| X5 +3 - d
_ X*+2

(x> +3)
2 e3-r)
_(X2+%)\/X2+%
_ @
T e
Done (V)ce[—’\;’l]) s F(x) = (X2+%)(0 s

2) (Vxe[-11]); A/ (x)>0
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Tableau de variations de f sur [-1;1]

X —1 1
£ (x) +
o |
(1) = 2 1=0 ; et comme £ (1) est une valeur maximale pour £sur [-4,1]

VP +2
alors (VX € [—1;1]) ; F(x)<0
2éme partie :

2% -1 A ) .
Soit I la fonction défivie sur par : 2= X QRN L - fo+e]

n(x)=x*+3 si x e[-11]
7)o n(1)=4(1) +2=2 et lim h(x)= lim Z—M—XH:Z

X—>—1" x> X

Done im h(x)=n(A) ,; par suite h est continue 4 ganche en —.

X—=>—1"

2

® N(1)=V1*+2=2 et limh(x)=lim N =0
p

k1" X
Done lim (x) = h(1) ; par suite h w'est pas continue 4 droite en .
x—1"

Ona . x>x* +2est continue sur IR en particulier a droite en —\ et 4 gauche en 1
D'od 1 est continue en —\ et n'est pas continue en .

24X =1
X

Ona x e )0+ = x € [0, [ U |4 +oo

2) Sur -0, [ U140 5 M1(x) = X+

24J(=x)" =1 2 _
et n(2x0=0)+h(x) = DN ) as PE
Z _ 2
A o S I L A B
X X
=2x1

Donc : {X = el = e e o el ; d'odla courbe(E,) admet un

n(2x0—x)+h(x)=2x1
cevtre de symétrie I (0;1) sur lintervalle J-o0; [ L 1; +oof

2_
2) a) Tona: lim h(x)= lim %—X‘i"\
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2_
= lim 2, |21

X—>+00 X

—X+1=-o
2% -1
X

Done la droite (2)d'éauation y = —x +3 est une asymptote oblique a la courbe

Toua: lim n(x)—(—x+3)= lim

X—>+00 X—>+00

—X+1+x-2%2=0

(¢,)au voisinage de+oo
b) Seit M(x;—x +3) € B alors son symétridque par rapport a I (0;1) est
M (—x;x =) e D, ; dove B et B, sont symctrigues par rapport a I (0;1) et
comme T (0;1) est un centre de symétrie de la conrbe (&, ) sur lntervalle
oo <[ U 1+ ; alors on déduit aue la droite B 1y = —x —1est ane
asymptote oblique a la conrbe(E, ) an voisinage de—oo
4) Btudions la dérivabili+é de hh en 1 a droite

24x* =1
n(x)-n()

Ona: lim ——==lim S
x—>1" X —1 x—1" X —1

2\/)‘2_1_()(_1)

X

— X +1
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Done W n'est pas dérivable 4 droite en 1 et la conrve(E,) admet une demi-tangente
dirigée vers le haut a droite du point dabscisse 1.

: 24X" -1
5) a) pour toutx € J-oo;A[ U 400 ;onaz k' (x) = #—X+1

2x

IX——xx—2+x* -1
_ 2Nk 1
XZ

267 =2 (¥ -1)
- xzm -
2 — X7 x" =1
X=Jx* =1
(%)
XZ\/XT—’l
b) Done W' (x) est du méme signe que g(x) sur]—oo;,—A[ U |1; +oo[ .
D'apres la partie1 o g(x)<0sur ]—00; —\/Z] U [\/Z +00[
Done ' (x) <0 sur ]—oo;—\/Z] et sur [ﬁ +00[
® j(x)=0sur [—\/Z; —1[ U ]1;&]

Done W' (x) = 0 sur [—ﬁ; —1[ et sur ]1; \/Z]
@) a) pour toutx e[-1] ;ona: 4 (x) = (\/XZ + %)l

_ 22X
2NX" +3
_ X
S+ 2
b) Done /' (x)est du méme signe que x ;
® /' (x)<0 sur[—;0]
® /' (x)=0 sur[0;1]
7) Le tablean de variation de h sur IR .
o 2 -0 1 V2 +oo
W (x) — -0 + + b =
1

( +
y1(x) \1/ \\/g/v / \OO
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) el'équation de la demi-tangente a ganche de 1 est :y, =7/ (1)(x = 1) + 4 (1)

o (x=1)+2

V17 +3

/\
=—(¥=-1)+2
~(x=1)

-1y42

2 2
o ['éauation de la demi-tangente a droite de 4 est 1y, = J/ (1) (x +1) + 1 (1)
ERE WP W)
)+

1
=——(x+1)+2
2( )

-2

2 2
a) h est coutinue strictement décroissante sur [\/Z +oo[ ; M([\/Z; +OOD = ]-o0;1] et

0 € |-o0;1] dovc il existe uv uvigue réel a € [\/Z +oo[/h(a) =0D.
ova:h(2)=y3-1>0 et M(%)=%\/Z—2<o

Done :41(3)<0<h(2)= h(3)<h(a)<h(2)
= 2 <a <3 (Carh est strictement décroissante SMI”[\/Z; +oo[)
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10) Construction de(&,) ; la droite (2) et la droite (D, ) dans le repére orthonormé

1

| * N
TN i N\ L 1
w
=-x-1
] 5-

TYM(x-%+3)

4eéwme partie :

Solt u la restriction de I a l'er@lf\/aH@[\/z; +oo[

1 = n est continue et strictement décroissante sur [\/Z +oo[ dove elle admet une fonction

réciprodue «u‘définie sur um intervalle J.

T = h([VZ+ed] ) = T=0i1]

2-Ona: a(@)=h(a)=0=a=u"(0) et (@)= H(a) = 2-ZNL 1

2 2\a” =1

Dot u' () = -1 et h(a)=0>=————-a+1=0
a“Na® =1 o
. a2_1:a(a+1)
2
2
Done : u' () = -1
azxa(a+1)
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:054+0f’_1
43 < 4
:4 f 30[ 5+2<a<%:>{1<0 0; = ot
o +a O<a’ <27

=24<a*+a® <109

= -10d<-a* -a®> <24

= -105<4—-a* —a®> <20
d'(a)=u'(a"(0))#0

0 4 E
=t (M“) (0) = 4?0;?0(% \
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