Série nN°5 d’exercices corrigés sur les suites numériques

Exercice n°1

a’+(n-1)

—

1) Montrer que (un) est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le premier terme.

Soit « € IR" et la suite (u, ) définie sur IN*par : u, =

2) Pourtout ne IN", onpose : S, =u, +U,+
Calculer S, en fonction de o et n.

3) Soit la suite v definie sur IN"par : v, = S_;
n

Montrer que la suit (vn) est convergente et déterminer sa limite.

Correction Exercice n°1
B a’ +(n+1-1) ~ a’+(n-1)

D S e

. g . 1 .
donc (u,) est une suite arithmétique de raison — et de premier termeu, =« .
(24

2) Pourtout neIN";ona:S, =u, +U,+....+U, (somme de ntermes consécutifs d'une suite
arithmétique)

2 J—
s N, «+(-1 0
2

n

2a’ +n —1) .
a 20

2°-1 1

3) Pourtout ne IN* ;ona: v S i(20:2+n—1)=
2na 2a

" 2na
2

. 20° -1
La suite n+— o est convergente et elle converge vers 0
N

Donc la suite (v, ) est convergente et lim v, -t

nN—-+o0 (04

Exercice n°2

Soient les suites (u,) et (v, définies sur IN" par : u :&Jr 2>1<3+____+ n><(i1+1) :kzr:‘kx(i+1)

1 1 1 no1
et v =l+—+—=+..+—=) —
o2 n? kzll k2
Montrer que les suites (u, ) et (v, )sont convergentes et déterminer la limite de la suite (u, )
1 1
)

On pourra remarguer que ——_
(Onp querq kx(k+1) k k+1

Correction Exercice n°2
Etude de la suite (u,)

Soit ne IN*u, =

1
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(en effectuant un changement d’indice)

Dol u, :1—i :
n+1

Si vous détester le symbole Z alors vous pouvez le faire autrement:

. 1 51 1
b= i (kan) &k ke

(A L)oo B R )

Etude de la suite (v, ) Pour tout entierk>2 ,ona: 1.1

K2 k(k-1)
1

Doncvn:1+i2+12+.... — +y ——
2 3 k=lk(k_1)

n-1~

1 . 1
=Uu,, ;donc v, <1+u, , ;dou v, <1+1—-= et comme pour tout ne IN" 1+1-=<2
n n

Alors (v, )est majorée par 2 .
(ce qui est vrai pour n=1 aussi)

pour tout n>1; on montre comme précédemment par changement d’indice que > Vv, , —V,

et;2 >0
(n+1)
donc la suite (v, )est croissante.

Conclusion: La suite (vn ) est croissante et majorée ( par 2) donc elle est convergente.

Ona:pourtout n=1; u, :1—i et comme lim i:0
n+1 Nt 41

Alors la suite (u, ) est convergente de limite 1 .

Exercice n°3

Soit (u, ) la suite définie sur IN“par: u

Montrer que pour tout entier ne IN™ ;

En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
Correction Exercice n°3
Ona: vke{L23....;n} Yn?+1<y/n’+k </n’+n

1 1 1
< <
JnZ+n  Jni+k  n?+1

Donc En faisant la somme membre a membre de ces n encadrements on

L1

n 1 1
< <> =
g;\/n%n kz_;\/n2+k kz_ll\/n2+l
n

n

- —<u <
JnZ+n 1 Jn?+1
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Onapourtout nelIN™;

n+n \'\1+\/7 \/n+1 \'\\/

Donc: Iim ——=lim ——=

N0 \/F N—>-+c0 m

Alors la suite (u, ) est convergente de limite 1 .
Exercice n°4

Soit la suite (u, ) définie sur IN*par :

1) a) Montrer que pour tout neIN* ;ona: %Sun <1

b) Montrer que la suite (u, ) est décroissante .

c) Déduire que la suite (u, ) est convergente.
. . 1
2) Pour tout entier ne IN"n, on pose : v,==u,
n
a) Montrer que (vn ) est une suite géométrique

b) Exprimer v, en fonction de n et déduire que pour tout ne IN” ;ona: un:1

n

3) a) En remarquant que pour ne IN* ;(n+1)" = n? (1+ 2n +i2j ; montrer a l’aide d’un
n

raisonnement
par récurrence que pour tout entier n>4 ona: n*<2".
b) Déduire alors la limite de la suite(u, ).

Correction Exercice n°4

1) a) Montrons par récurrence que : (VneIN*) ; 0<u, <1.

n

Pour n=1

ulz1 donc O0<u, <1
2

Soit ne IN”
Supposons que 0<u, <1 etmontronsque : 0<u_, <1

Ona: 0<u <1=0<, <N+

2n 2n
0<un+1 n_+1
2n

or : n+1_1:n+1—2n:1—nSO

2n 2n 2n

Donc : n2_+1£1 ;dou:0<u,<1

n

Conclusion :
(vneIN); O<u, <1.

b) Pour tout ne IN”
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donc u,,,—u, <0 (Car n>1letu, >0)
Par suite la suite (u, ) est décroissante.

c) La suite (un) est décroissante minorée par 0 donc elle est convergente.

. 1
2)a) Pourtout nelIN” ;ona: v, ,=——u
n+1

n+l

1
a5 XV,

Donc : (Vne IN*) DV

PSP 1 : 1
D’ou (v, )est une suite géométrique de raison > et vde premier termev1=5.

2n
2) @) On note P(n) la propriété : n><2" ; pour n>4.
Pour n=4
On 4% =16 et 2* =16 donc P(4) est vraie .
Hérédite :
Soitn>4
Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n+1) est aussi vraie.

Ona: n*<2" et (n+1)° =n2(1+2n+i2)
n

. N1 n-1 1
b) Parsuite: (vnelIN) ; v,= > =

< et n>24=>

Et comme n24:>g
n

1+g+i2£2:>(n+1)2 =n? [1+g+i2j£2n2
n n n n

Do : (n+1)° <2n? <2x2" =2"* (CQFD)
Conclusion
On amontré par récurrence que : pour tout entier n>4 ona: n°<2".

b) Pour tout entier naturel n supérieura4ona: u, =nxy

n

.o L, n .1
et d’apres ce qui précédeona : n°<2"=0<—<=; lim ==
2" n nmoeen

donc la suite (u, ) est convergente et limu, =0 .

n—+o0
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