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1o Coviseil aunx bacheliers afin de bien préparer leur Examen

Comme dit le proverbe frangais « riew ve se perd rien ve se crée tout se transforme »

Alors le secret de la réussite ¢’est de travailler régmliércmevﬁ—.
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ONCTION LOGARTITHWE NEPERTIEN
T. Défivition

Ow appelle logarithme wépériev la fonction primitve sur ]0;+o0] de la fonction mverse
/7 . 1
défivie sur IR* par: X+ = .
X

La fouction logarithme wépériew, notée In, est la fonction :

In:]0;+o0o] >R
X Inx

Dans le domaine scientifidue, on utilise la fouction logarithme décimale, notée log est

A In x
définie par : log(x) = ——

p 9(x) n10

Consédauences .

a) In1=0 ; Ine=1 ; Inlz—l

e

IT. Propriété de la fonction logarithime népérien
1) Relation fonctionnelle
Théoreme :
Pour tous réels x ety strictement positifs, on a : In(x X y) =Inx+Iny
Remaraue : Cette formule permet de transformer un produit en somme.
2) Conséduences
Corollaires :
Pour tous réels x ety strictement positifs, on a :

A) Inlz—lnx
X

b) Inizlnx—lny
y

¢) Inx/_:%lnx

d) Inx" =nInx avec v entier relatif

ITT. Etude de la fouction logarithme népérien

1) Continuité et dérivabilité

Propriété .
La fonction logarithime népérien est continue sur ]O;+oo[\

Propriété .

La fonction logarithime népérien est dérivable sur ]O;+oo[ et (Inx)' ==,
X
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2) Variations
Propriété .
La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur |0;+o0] .
Corollaires :
Pour tous réels x et y strictement positifs, o a .
a) Inx=Iny< x=y
b) Inx<lhy < x<y
3) Limites anx bornes
Propriété .
liminx=+0w et limlnx=—w

X—>+00 x—0
x>0

4) Courbe représentative .
On dresse le tablean de variations de la | e
fouction logarithme wépérien

X @ +aoo
In'(x) + Ine=1

e ' ' :-.' — ' ' y
o / / o
.—l:I:I / yl/"

TV. Limites et croissances comparées
Propriétés (croissances comparées) : ‘ S

. Inx : . Inx
a) lim — =0 et pour tout entier non nul v, lim — =0
X—=+0 Y X—+0 X
b) limxInx=0 et pour tout ewtier v, limx"Inx=0
Xx—0 x—0
x>0 x>0
Remardue :

Les fonctions puissances imposent leur limite devant la fonction logarithime népériew.
Propriétés .

IimIn(1+ X) 1
x—>0 X

V. Fouctions de la forme v u

Propriété .
Soit 1t une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle T,
: , . . . u'(x
La fonction X+ Inu(x) est dérivable sur T. Sa dérivée est la fonction X+ %
u(x

Propriété .
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle T,

Les fonctions X u(x) et x> Inu(x) out le méme sens de variation.
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ONCTION LO T THWME NEPERIEN EXERCICES CORRIGES
Exercice w1,

1) EBxprimer en fouction de In 2 les nombres suivants :

A=1In8 ; B:Ini ;C:iln16 ; D:iln 1
16 2 2 4
2.) Exprimez en fouction de In 2et In3les réels suivants :

a=In24 ; b=Inl44 ; c=|ng

2) Eerire les vombres A et B a l'aide d'un seul logarithime :
A:2In3+ln2+ln% B:%In9—2ln3

Exercice n°2.

Comparez les réels x et \ . x=3In2 et y =2In3

x=In5-In2 et y=In12—-1In5
Exercice n°3,

Simplifier an maximum :

a:In(ez) : b:In(e3) : c=|n(i2j : d:In(\/E) : f:In(e\/E)

e
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Exercice n°4.

Précisez l'ensemble de définition puis résoudre les équations suivantes :

1) In(2+5x)=In(x+6) 2) In(x=1)+In(x-3)=In3
3) Inx=2 4) 2(1+"‘>‘)=0
5) (Inx)* +Inx-6=0 @) In(2x-5)=1
x—1 -1
2 |n(2x_lj:o ®) In(zxx—1D:0
a) In(x-1)=In(2x-1) 10) In(|x—1])=In(2x-1)

1) In(|x=1)=In(]2x-1))

Exercice n°5.

1) Développer l'expression : A(x)=(x-1)(x+1)(x-2)
2) Résoudre les édquations suivantes

(a): In(x*+2)=In(2x* +x) (b): In(|x|3 +2):In (2x2 +|x|)
(c): In(x3 —x? —3x+3):ln(x2 —2x+1) (d): In(x3 —x? —3x+3):2ln(x—1)
Exercice n°6.

Résoudre le systéme d'équations suivant :

x—y—§

1) 2
Inx+Iny=0

) 5Inx+2Iny=26
2Inx-3Iny=-1

Inxy =5
3) {(m 5)(|n y)=-12

Exercice 7.

Précisez l'ensemble de définition puis résoudre les inéquations suivantes :

1) In(2+5x) <In(x+6) 2) In(x-1)+In(x-3)<In3
2) Inx>2 4) Mm

5) (Inx)* +Inx -6 <0 @) In(2x-5)>1

7) (1,2)'=4 (nelIN) ®) (0,8)'>01 (nelN)

Exercice n°d.

Etudier le signe des expressions suivantes :
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A(X) =Inx(In x+1) B(x) =2xIn(1-x)
C(x) =—x"In(x+1)
Exercice w°4.

Déterminer 'ensemble de défivition des fonctions suivantes :
_ 2
1) f(x)=In(x*+3x-4) 2) f(x):ln[4 XX j

3) f(x)=In(4-x*)-Inx 4) £(x)=In(x*-4)~In(-x)
Exercice w10.

Déterminer les limites suivantes :

1) XILrEO(XZan) 2) JLrEO(InZ—BInx) 2) X'LTO'“XZ
4) XIiﬁrllo(x—lnx) 5) Xlirpw((l—x)lnx) @) Iir(r)l(x—4+lnx)
7) Jirpoo(xln(1+%jj ®) lxm[@j

Exercice v°11.

Déterminer les ensembles de définition et de dérivabili+é puis calculer les dérivées des
fouctions ci-dessous

1) f(x):—§+1+2Inx 2) f(x)=2|nx

2 In3
3) f(x)=In(4-x)+Inx 4) f(x)=xInx—x
5) f(x)=x*Inx @) f(x)=In(2x-5)
7) f(x)=In(-3x+1) ?) () =In(x*+x+1)
a) f(x):ln(x—_lj 10) f(x)=In(Inx)

X+1

1) f(x)=xIn(2x-3) 12) (%) =2x@1-Inx)
13) f(x)z'nTX 14) f(x):X‘X'Z”X
15) f(x)=(Inx)" —2Inx—4 16) f(x)=Inx?
17) f()=(Inx)’ 18) f(x)=In(1-x*)

Exercice n12.,

Ow considere la fonction £ définie par : f(x) =In(ax +b) , et C sa courbe représentative.

1) Détermiver les iombres a et b tels que f(2)=0 et f'(3) =§

Quel est alors 'ensemble de définition de £ 7

Quel est le sens de variation de £ 7

2.) Détermiver les wvombres a et b tels due la courbe C passe par le point A(2 ;0) et la
tangente en A ait pour coefficient directenr 2.,
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Exercice n°13.

Partie T

Ow considere la fonction vuméridue ¢ définie sur ]0;+00[ par: g(x) =x* —2Inx
1) Etudier le sens de variation de g

2) Ew déduire le signe de g(x)sur |0;+o0

Partie TT

Ow cownsidere la fonction vumérigue £ définie sur ]O;+oo[1>ar cf(x) = g + 1+Inx
X

Ow appelle (C) la courbe représentative de £ dans un repére orthovormé (O;T;])

(unité graphigque : 2 cm)
1) Déterminer la limite de f ew 0. Tuterpréter géométridquement ce résultat,

: . . . X
2) Détermiver la limite de f en+oo . WMontrer gque la droite (A) d'équation y = > est

asymptote a la conrbe (C). Détermiver la position de (C) par rapport a (A) sur |0;+00] .

Mowtrer gque (A) coupe (C) en un point A que 'on précisera

2 ) Etudier le sens de variation de f. Dresser le tableaun de variation de £

4) WMowtrer quil existe un uvidue point B de la courbe (C) oit la tangente (T) est

parallele o (A). Préciser les coordonnées du point B

5) Mowntrer gque l'équation f(x)=0 admet une uvigue solution a . Exprimer (o ) en
fonction de o . Wowntrer que le coefficient directenr de la tangente a (C) an point
d'abscisse a est supérienr a 4. On admettra gue : 31.102 < o <35.107

@) Représenter la courbe (C) ; la tangente (T) et la droite (A).
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Exercice w1,

1) » A=In8=In(2°)=[3In2

oB=In%=—In16=—In24:
1 1, ., 1
oC:7Inl6:?ln2 :7x4|n2=

1 1 1 1 1
D=—In| = |=——Ind=—"1In2° =——x ZIn2 =—In2
U (4) 2 2 ¥ <&

2) a=In24=In(3x8) =In3+In2* =|In3+3In2
b=In(144)=In(12)" =2In(3x 4) =2In(3x 2*)
= 2In3+2In2? =[2In3+4In2]

8 2° 3 2
c=In 5 =In 7 =In2° —In3% ={3In2-2In3

3) A=2In3+1In2+ In(%)zlnBZ +4n2 —4r2=In9 |

B :%In9 —2In3= |n(J§)— 2In3=In3—2In3=-In3= |n(1j

Exercice n°2..

m x=3In2=In2°=In8 et y=2In3=1In3* =1In9
Comme la fouction n est strictement croissante smr]0;+oo[ et 8<9 ;alors x<y
m Xx=In5-In2= In(g) et y=In12-In5= |n(%j

. . . 5 12
Comime la fonction n est strictement croissante sur |0;+00[ et 5<5 alors x<vy
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Exercice n°3,

m a:In(ez):ZIne=2x1=2 n b:In(e3):3Ine:3x1:3
(1Y - B B ()1
[ c_In(e—zj_—lne =-2lne=-2 u d—In(\/E)—In(eZ}_Elne_E

mf :In(e\/g):lne+In(\/g):1+%lne:g

Exercice n°4.

1) [In(2+5x)=In(x+6)

2 2
2+5x>0 X>—— X€E |=—=;+©
xeDg & = 5& 5
X+6>0
X >—6 X € |-6; +oo

2 2
SXE |pitoo N ]-6;+00[ < x & —gite

Done : Dg :}gﬁoo[

In(2+5x)=In(x+6) < 2+5x = x+6
< X =1

Comme 1e}%;+oo alors : |S :{1} .

2) |[In(x=1)+In(x-3)=1In3
x—1>0<:>{x>1 {X€]1;+OO[
x—=3>0 [x>3  |xe[3+o0]
<:>Xe]1;+oo[m]3;+oo[<:>Xe]3;+oo[
Dove : Dy, =3;+00]
In(x—1)+In(x-3)=I3< In((x-1)(x-3))=In3
< (x-1)(x—-3)=3
< x*—4x=0
< x(x-4)=0
< x=0 ou x-4=0
< x=0 ou x=4
Comme 0 |34o0] et 4e|3+0|alors: |S={4}|.

Xe DEt<:>{

2) [Inx=2
X € Dy, < x>0 x e |0;+00]
Donc : Dy, = ]0;+0]
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Inx=2<Inx=2xIne
< Inx=Ine?
< x=e°
Comme eze]O;+oo[ alors . S:{ez}

2
(1+Inx) 0
X

4)

x>0
X € Dy <:>{ & X e |0;+o0
x#0

Dovc : Dy, = ]0;+90]
2(1+Inx)
X

=0<=1+Inx=0

Sinx=-1
< Inx=-Ine

1
@Inx:In(—j
e

1
S X==
e

Comme %e]OHoo[alors: 5:{1} \

5) (Inx)2+lnx—6:0
X € D, & x>0 xe0;400
Dove : Dy, = ]0;+90]

O pose X =Inxon obtient : (Inx)” +Inx —6=0 < X 2+X —6=0

Que 'on sait résondre on a comme solutions : X =2 et X =-3
Inx=2 X =g’
=

Dovc: |S= {ez;e’3}

Inx=-3 X=g"

(Inx)2 +Inx—6=0 <:>{
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@) [In(2x-5)=1

XEDE¢32X—5>0¢>X>g¢3X€};+w[

Done : Dg, :j|g;+00|:
In(2x-5)=1< In(2x—-5)=Ine

= 2Xx—-5=e
_e+5
Comme SepHa{mws:S={3§E}\
Xx—-1
7) |In =0
) (2x—1)
XEDHC>X_1>0
2x -1
Tableau de siane
X —00 i 1 +00
2
x—1 — — ) +
2x —1 — 0 + +
x—1 + ‘ - 0 +
2x -1
1
Dowe DH:} mﬁa{qu+w[
In(X 1j:0¢>h{:x_1j=kﬂ
X — 2x -1
x—1
<< =
2x -1
<:>X—X=2X—X
= x=0
&wmmeOE}—mn%[L4L+w[mm%: S={0}| .
Xx—-1
%) |In =0
) |ol5)

XeDg < 2x-1#0 et ¢Oc>x¢%etx¢1?mw:

2x -1
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In x—1 =0<>In 1 =In1
2x -1 Xx—-1
- x—l‘:1
2x -1
X=1 1 o X1
2x -1 2X —

Comme Qe :|—oo;l|: U }11[ U 4o et 2 c :|—oo;1|: v }11[ U JL; +oof alors :
2 2 3 2 2

3]

a) |In(x-1)=In(2x 1)

150 X>1 Xe]£+w[
€Dy = X150 x>+ Xe}%;+oo|:
¢>Xe]I+w[
Dove : Dy, = [1;+oo]
In(x-1)=In(2x-1) < x-1=2x-1
< x=0

Comme 0 ¢ JL;+o0] alors : \
10) |In(|x-1])=In(2x -1)

x =1 x=1
X—1+0
XeDg & = 1< 1
2x-1>0 X> = X € |=;+0
2 2
1
SXe |5 U L+

Done : Dy, :}%;1[ U JL; +oof
In(|x—1)=In(2x-1) = |x -1 =2x-1
< x-1=2x-1 ou x-1=-2x+1

<= x=0 oux:g
3
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Comme Oe}%;l[U]l;JrOO[ et %€:|%;J-|:U]l;+00[ alors S:{g}
11) |In(|x =1)=In(]2x - 1))

X—-1#0 x#1 1 1
Xe Dy & o 1o Xe [—o2| U 551 U [L4oo]
2x=1#0 x;tE 2 2

Dowe : DEI:}—oo;%[uEl[u]lJroo[ IR — { 1}

in(jx~1)=in((2x 1) <> x ~ =[x

x—1=2x—1 {XO
.

I\)lH

=
X—-1=-2x+1

3
Comme Oe IR — l;1 et geIR— l;1} alors |S = O;g
2 3 2 3

Exercice n°s.

A(x)=(x~ XX+1XX—2)

( ) =X —2x* —=x+2
2) Résoudre les GO{(AM’IOVIS suivantes :
m |(a): In(x3+2):ln(2x2 + x) Examinons d’abord 'ensemble de définition de

I"équation
L’équation est bien définie si et seulement si
X>—32
x> > -2 2

X°+2>0
{2x2+x>0<:>{x(2x+1)>0<:> Xe:|—oo;—%|:u]0;+oo[
QXE} x/_—E{ 10;+o0]

D, = }—5/5;—%[ U ]0; 400

(a): ©x*+2=2x" + x & X’ +2-2x* = x=0
X°—2x° —x+2=0<(x-1)(x+1)(x—2)=0
< Xx=1ou x=-1o0ou x=2

l-let 2e }3/_;—%{ U ]0; +oo] alors |S ={-1,1;2}

m |(b): In(|x|3 +2)=In(2x2 +[x))
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L'éduation est biew définie sur TR car pour tout x davs TR |x|3 +2>0 et 2x* +|x|>0 ;
Ow pose : X=|x| on obtient :
(b): In(|x] +2)=In(2x +|) = In(X*+2)=In(2X* + X
< X3+2=2X?% + X

< X3 -2X? - X+2=0
D'apres la dquestion précédente ona: X =41 etx =2 or X =|X|=0 d'on:

S={-2,-112}

m |(c): In(x3 —x?—3x+ 3):In(x2 —2Xx+1)| Examivous d'abord l'ensemble de

SN~—"

définition de 'équation
Pour cela ov pose : T (X)=x> —x* =3x+3 et g(X) =X —2x+1 on peut facilement

factoriser £ en remarguant que : (1) =0 d'ont: f(x)=(x —1)(x + x/g)(x — \/5) et on
obtient le tableau de sigue de £

X —00 —J3 1 J3 +00
X ++/3 — D + + +
x—1 — - 0 + +
B | - - -0 =+
(%) — 0 +0 -0 +

Et g(x)=x2 —2x+1=(x-1)" ona: g(x)>0 pour x € |- 1] L J1; 400
Done D, = G—\/gl[ U }/5 +ooD N (]—oo;l[ Ul +oo[)
B e
(c): In(x3 - x° —3x+3):ln(x2 —2x+1)<:> X*—x? =3x+3=x>-2x+1

SX-2x*=x+2=0
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D’aprés ce qui précéde x=-1; x=1 ou X=2 or 1%]—@;1[&)]\/5;%0[%0\40 :
S={-12}
m |(d): In(x3 — X2 —3x+3)=2|n(x—1)

Comme précédemment ov obtient : D, = ]—\/g;l[
(d):In(x* = x* —3x+3)=2In(x -1)

& In(x3 — X —3x+3)=|n(x -1)

& xP-x*-3x+3=x*-2x+1

aSxE-2x2—-x+2=0
D’apres ce qui précéde Xx=-1; X=1 o X=2 or 1%]—\/5;1[ et 2%]—\/5;1[ done :

5= {1

Exercice v°6.
3
X=Yy=— . . . ,
1) 2 x ety sont solution du systeme 1) ssix>0 et y>0 ;et on résout le
Inx+Iny=0
systeme par substitution
3
x—yzz L,
Inx+Iny=0 L,
3
y:X_E L,

3
y:X_E L,
=
3
In{x(x——ﬂ =Inl L,
2
y:x—% H
< 3
X* —=x-1=0 L,
2
3
y:X_E L,
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3
y:X_E H

x:—% ou x=2 L,

Or x>0  Douc: S:{Z;%j}

5Inx+2Iny =26
2Inx-3Iny=-1

2) X ety sout solutions du systéme 2) ssix>0 et y>0

Ow pose par cthangements de variables X =Inx et Y =Iny on obtient :
5Inx+2Iny =26 5X +2Y =26 L .
& comme le discriminant de ce systéme est
2Inx-3Iny=-1 2X -3¥Y =-1
différent de 0 :alors le systeme admet une uvigue solution

X=4sInx=4<x=¢'et Y=83sIny=3<y=¢
Dowe S:{(e4;e3)}

Inxy =5
+ + solut d +é I x>0 et 0
2) {(In X)(In y)=—12 X ety sont solutions du systeme 3) ssi X>0 et y>

Inxy=Inx+Iny
Ov pose par changements de variables X =InX et Y =Iny on obtient :
Inxy =5 Inx+Iny=5 X+Y =5
(Inx)(Iny)=-12 {(Inx)(ln y)=-12 Q{ XY =-12
Done X et Y sont solution de ['équation : X2 —4X —12=0 d'onn: X, =—2et X, =6
Et comme X et Y Jouewt des roles symétrigues alors les solutions sont :((-2;6) ou (6;-2)

—

don: x=e? et y=e® ou x=e® et y=e? donc: Sz{(e‘z;ee),(eS;e‘z)}
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Exercice n°7.

1) |In(2+5x) <In(x+6)

2+5x>0 x>—E
Xe D < &

2
5 Xe |-=;+0 N]-6;+o

X+6>0 5
X>—6

Ponc : D =}—§;+oo[

In(2+5x) <In(x+6) < 2+5x < x+6

& x<L1
dovc : |S ::l—z;+oo|:m]—oo;l[ :}—2;1[
5 5

2) [In(x-1)+In(x-3)<In3
XeDEt@{X—1>O©{X>1
x—3>0
Dovc : Dy = ]3;+00]
In(x-1)+In(x-3)<In3< In[(x-3)(x-1)]<In3
< (x-3)(x-1)<3
oxX-4x+3<3
<X -4x<0

X>3C>XE]1;+oo[m]3;+oo[

< (x-4)x<0
< xe0;4]
done S =]3;+00o[ N]0;4[| = ]3;4(
2) [Inx>2
xe Dy & x>0 xe 0;+o
Dowc : Dy, =]0;+00]
Inx>2 < Inx>2xIne

< Inx=Ine’
o x2e
Comme S =]0;+00] N[ &%+o0| alors : |S =[e%+o| |

2(1+Inx)>0
X

4)

X € D, @{X>0<:>XE]O;+OO[
Xx#0
Dovc : Dy, =]0;+00]
2(1+Inx)
X

>0 1+Inx>0
<lnx>-1

< Inx>—=Ine
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1 1
sSinx>In| = |eox>=
e e

Downe Sz}l;+oo{m]0;+oo[ alors : S=:|—;+oo|: \
€

5) (Inx)* +Inx—6 <0
xe Dy, & x>0 xe0;+o Dovc : Dy, =]0;+00]
On pose X =Inx on obtient : (Inx)*+Inx—6 <0 < X ?+X ~6<0

Que 'on sait résoudre on a comme solutions : X =2 et X =-3
Inx<?2 { X < e

= Powc : S=|e3:e?
Inx>-3 x>e> [ ]

(Inx) +Inx—6 <0 @{

@) |In(2x-5)>1

XeDEt<:>2X—5>0<:>X>§C>X€:|g;+oo|:

Donc . Dy ::|g;+oo|:

In(2x-5)>1<In(2x-5)>1Ine
< 2x-5>e

oxzt
2

Dowe S ={eL25;+oo[ﬁ}g;+OO[ alors (S =[?;+w[

7)1(L2)"24 (nelN)

(12)" 24<1n(1,2)" = In4 (La fonction Inest continue strictement croissante sur]0;+oof )
<nlin(1,2)>1In4

n> Inl(nl,42) =7.61 (Carln(1,2) est positif )
Alors :

®) (0.8)'<01 (nelN)

(0,8)"<0,1 «<1In(0,8)" <In(0,1)

( La fouction Inest continue strictement croissante sur |0;+0] )
<nlIn(0,8)<In(0,1)

In(0,1)

n(0,8)

n=

=10.31 (Carln(0,8) est négatif )

Alors

Exercice v°d.
B AX)=Inx(Inx+1) Ow étudiera le signe A(X) sur D, =]0;+o0]
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Tableau d

e signe de A(x)

X 1
—00 — +00
In(x+1) — 0 + +
Inx — — ) +
A(x) + - +

m B(X)=2xIn(1-x) Ou étudiera le signe B(X) sur Dy =]-o0;]]
Tableau de signe de B(x)

X —o0 0
2X - 0 +
In(1-x) + 0 —
B(X) - 0 -

B C(X)=—x*In(x+1) Ou étudierale sigme C(X) sur Dy =]-1L+oq
Tableau de signe de C(x)

X —0 0 +00
—x? — 0 —
In(x+1) — 0 +
C(x) + 0 -

Exercice v°q.

1) f(x)= In(x2 +3x—4)
xeD, & x*+3x-4>0 en cherchant les racives du polynéme P(x)=x*+3x—4 on obtient
le tablean de  signe  suivawt

I -

4 I

L0

1

434 T

I

Dot : |D, =

;=4[ I +oo]

2) f(x):ln[

Etudions le si

J-oo
4—Xx j

4-x?

gne de

-

X
2 0 2
|

-_—

X
)

1-y

4-y
Y

e

-_—

{ + )
:

I

D, -2 0.2

3) f(x)=In(4-x

xeD, ©4-x
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0 2 1+

o P
R

| 4-x = b -
Doit : |D, =]0;2[
4) £(x)=In(x*-4)-In(-x)
xeD, ©x*-4>0et x<0
X @ -2 1] 2 im
x - ACOOGOUCG
Dot ¢ |Dy =]-o0;-2]
Exercice n10.
1) XIHEO(XZ +In X):+oo Par somme des deux limites XIHIL(XZ) =40 &t

lim (In x) = +o0

X—>+00

2) lim (In2—-3In x)=—

X—>+00

2) limInx®=+0  Oun pose t=x> et on utilise limInt =400

X—>—00 t—+o0
) . In x . In x

4) lim (x=Inx)= lim (X(l——jj=+oo car lim (— =0
X—>+00 X—>+00 X X—>+00 X

5) lim ((1-x)Inx) = —oo
Ov a lim(l-x)=—o0 et lim (InX)=+cpar produit on obtient —o .

X—>+00

@) lim (x=4+Inx)=—oo

Ona limx=0 etliminx=-x

x—0" x—0"
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7) lim [xln(ﬂ%)j: F.I (+00%0)

X—>+0

On pose : X _1 st alors X 0" dowe :
X
lim [xm(ulD: lim [i|n(1+ x)j
X—>+00 X x—0t{ X
_lim In(1+X):
X —0* X
1
d’ott ¢ lim (xln (1+—D =
X—>+00 X
In(1+2 0
?) Iing{wj:F.l( %) Oun pose : X =2x X0 alors X+ 0dowc :
X—> X
Iim[ln(l+ x)]:"m[len(ux)J
x—0 X X0 ) |n(1+x)
car lim————==1
_ [ In(1+X)] x>0 X
=lim| 2x =2
X0 X

Exercice 1.

1) La fouction défivie par f(x) :—§+1+2In x est définie et dérivable sur ]0;+00] en tant

aue somme de fonctions dui sont définies et dérivables sur le méme

ntervalle et i |(Wxe]0;+o) f'(X) __1,2_4~x
2 X 2X
2) La fouction défivie par f(x)= 2|In3x est défivie et dérivable sur 0;+oo] e tant que
n

produit de la fonction X Inx par le réel 2 etona: (Vxe]0;+e0]) f'(x) __2
In3 xIn3

2) La fouction défivie par f(x)=In(4-x)+Inx est défivie et dérivable sur
]O; +oo[m]—oo;4[:]0;4[ et ona:

—X+4-X

, 11
(VXe]O;4[) f(x):4—+;: (4

—X

Dowe . (VXG]O;4[) f'(x) = igi:i;

4) La fonction défivie par f(x)=xInx—x est définie et dérivable sur ]0;+o] comme
produit et somme de fouction usuelles et qui sont définies et dérivables sur ]0;+o0[ et on

a: (vxelo+e]) F'(X)=Inx+ XX -X  donc: |(Vxe]0+o]) f'(x)=Inx

5) La fouction défivie par f(x)=x’Inx est définie et dérivable sur 10;+] comme produit
de denx fouctions qui sont définies et dérivables sur 10;+0[ et on a :

(Vx &]0;+o0[ ) f'(x):2xlnx+x2><§ done : |(vxe]0+oo[)  F(x) =x(2Inx+1)

www.guessmaths.co E-mail : ﬂbd@/ﬁ//’gmssoammbgmm'/.&om
whatsapp . 0e04466649¢


http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

@) La fonction définie par f(x)=In(2x-5) est défivie et dérivable sur Eﬁoo[ (car

X InX est définie et dérivable sur 0+ et 2x-5>0< XGE;+OO[) et f(x)=In(u(x))

avec U(x)=2x-5=u'(x)=2

On obtient : (VXGF;J@D f'(x) __2
5) 2X—-5

7) La fouction défivie par f(x)=In(-3x+1) est définie et dérivable sur }—oo;%[ (car
X InX est définie et dérivable sur ]0;+00] e+ -3x+1>0< X e}oo;%[) et f(x)=In(u(x))
avec U(X)=-3x+1=u'(x)=-3

. 1 -3
On olrtient || Vxe |-0;= f'(x) =
no n ( Xe:l 00 3D (x) el

®) La fonction définie par f(x)=In(x*+x+1) west définie que pour les valeurs de x pour

lesduelles x* +x+1>0 . Si on note P(x)=x>+x+1, le caleul de sow discriminant fournit
A=-3 . Ainsi, pour fout xeR, X’ +x+1>0 , donc f est définie et dérivable sur R , et
pour tout xeR, f(x)=In(u(x))

(x)  2x+1
(x) x4 x+1

avee u(x)=x*+x+1=u'(x)=2x+1. Avsi | f'(x) = u
u

a) La fouction défivie par f(x)= In(z—_ij n'est défivie que pour les valeurs de x pour
+

lesquelles X210
X+1

Si on note P(x) :X—_i , le tableau de sigues de P est donvé par
X+

X _® -1 1 +@
x-1 — - I.FI' +
| xtl - ¢ + -
P =ﬂ -+ — [‘i +
= ' |

Aivsi, £ est défivie sur oo -1 UL+ Puisduie P est dérivable sur J-oo;—1] UL+,
puisdue pour tout x e J-oo; —1[ U [ +oof X—_i >0 et puisdue X — InX est défivie et dérivable
X+

sur]0;+oo[ , on conclut que £ est dérivable sur J-oo; —1] U Ji;+o0] Pour tout x e J-oo; —1[ U JL; +oo[ ,

: P'(x) . x—1 u(x) .
= f, =— = — = = X —
puisaue f (x)=In(P(x)) , on aura f'(x) 5 () Puisaue P(x) v ol u(x)=x-1 et
(X—lj' 2
_ o \x+1) _(x+1) 2
v(X)=x+1 ,ov aura f'(x)= 1T Xl () (kD)
X+1 X+1
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2

f(X)=—o

)=y
10) La fonction définie par f(x) =In(Inx) west définie aue pour les valeurs de x pour
lesauelles INx>0 c'est-a-dire D, = [1;+o0]

Dowe .

Pour tout X e JL;+o0] , puisque f(x)=In(u(x)) oi u(x)= Inx:u’(x):% on oltient :

1
gy <Y X) _ x
0= u(x) Inx
, 1
Dowe ;| f (X): xln(x)

11) La fonction définie par f(X)=xIn(2x —3) est définie et dérivable sur :|g;+oo|: en
tant que produit de fonctions qui le sont (car X — InX est définie et dérivable sur
]0;+oo[ et 2x-3>0<xe EhLOO[ Puisque pour tout X e E;Jroo[ s F(X)=u(X)v(X) on

u(x)=x et v(x)=In(2x—-3) , ou en déduit ;
f'(x) =u’'(x)v(x) + u(x)v'(x)
2

:In(2x—3)+x><2

2X
2X—3
_ (2x=3)In(2x - 3) + 2x
- 2Xx—-3
12) La fonction définie par f(x) =2x(1—InX) est définie et dérivable sur|0;+o00[ en tant
aue produit de fonctions qui le sont. Puisdue pour toutx e [0;+o0[ f(x) =u(x)v(x) ol
u(x) =2x etv(x)=1-1In(x), on en déduit : f'(x) =u"(X)v(x) + u(x)v'(x)

:2x(1—nmm)+2xX(_%j
—2-2In(x)- 2

~In(2x—3) +

Donc ;| £'(x)

Done | f'(x)=-2Inx

13) La fouction définie par : f(X) = Inx est définie et dérivable sur |0;+o0] en tant que
X

guotient de fouctions gui le sont. Puisque

poutr tout X & |0;+0] f(x):% ot u(X)=Inx et v(X)=Xx , on en déduit .
100 YOOV ~ UGV ()

(V)
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1
—x x=1xIn(x)
X

X2
~1-Inx
X2

Dow f’(x)=1_X|2nX

Xx—Inx

14) La fonction définie par f(x)="—— est définie et dérivable sur |0;+o0f en tant
X

que quotient de fonctions
ani le sont. Puisque pour tout x e 0;+00[ f(x)= % o u(x)=x—Inx et v(x)=x*,
u’'(x)v(x) —u(x)v'(x)

(v(x)

(1—1)>< x* —(x=In(x))x 2x

X
(<)
_ X2 —x=2x*+2xInx
X4
_—x* = x+2xInx
X4
Dovc f’(X):—ZmXX_SX_1

on en déduit . T'(x) =

15) La fonction définie par f(x) = (Inx)2 —2Inx — 4 est définie et dérivable sur |0;+oo[ en
tant dque somme et composée de fonctions qui le sont. Pour tout x e ]0;+oof

f’(x):2><£><(lnx)2_1 —2><l
X X
_2Ilnx 2
- X X
Done f’(x):—z(ln)):_l)

16) La fonction définie par f(X)=InX* est définie et dérivable sur]-o0;0[ L ]0:+oo[.
En effet x> X* est définie et dérivable sur R, tandis que X — In(X) west défivie et
dérivable que sur |0;+00[ .Or 1 x* €]0:+00] < X € |—00;0[ L |0 400 Pour tout

X € |-o0;0[ LU ]0:+o0[ on a : f’(x):% Done :|(Vx & |-o0;0[ W ]0:+0o] ) f’(x):%
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17) La fonction défivie par f(x)=(In x)2 est définie et dérivable sur |0;+ao en tant que
composée de fonctions qui le sont. Bn effet X > Inx est défivie et dérivable sur ]0;+oo[,
taudis due X — X? est définie et dérivable sur R . Pour tout X e ]O;+oo[

. 2Inx
£1() = 2x = (Inx)** Done {(¥x e ]0;+<q]) ()=
X
1%) La fouction définie par f(x) = In|1— x2| est définie et dérivable pour toutes les
valeurs de x telles que : 1—x* #0 < x € |-o0; =1 U |-L1[ U JL;+o0 .
Selon la valeur de x, I'expression de f(X) west pas la méwme. Pour tout

X & |00 —1[ U JL; 400 ,1— x* <0 dowe |1— x2|= x> =1 et par suite f(x)= In(x2 —1) alors
f'(x)= X22X 1 Pour fout XE]—l;l[,l— x* >0 dovie |1— x2| =1-x* et par suite

f(x)=|n(1—x2) alors : f'(x) = —2X 2X

1-x2 x*-1

Done Pour tout X e J-o0;=1 U |-LI U JL+o0] 1 | F/(x) =

Exercice v12.

2X
X2 —

f (x) =In(ax +b)
1) f(2) =0 <e traduit par 'égquation In(2a+b)=0<2a+b=1

De plus f'(x) = 2 dowe f '}) = 3 se fraduit par
ax+Db 4

2 _3c4a=3(3Ba+h)=5a+30=0
3a+b

L . 5a+3b=0 a=3
Ow doit résoudre le systeéme : S
2a+b=1 b=-5
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Ainsi, | f(X)=In(3x =5)|, qui est définie si et seulement si 3Xx-5>0<> x e E;ﬂo{

o 5
Alnst Dy :}—;+oo{
3
La fonction £ est la composée de deunx fonctions strictement croissantes done est

strictement croissante sur :|§;+ool:

2) La courbe C passe par le point A(2;0) done
f(2)=0<In(ax+b)=0

< 2a+b=1
La tangente en A a pour coefficient directenr =2 done f'(2)=-2, c'est-a-dire :
2 2 a=-2(2a+b)
2a+b
<5a+2b=0

o . 5a+2b=0 Ja=-2

Ow doit résondre le systeme : Aou
2a+b=1 b=5

Ainsi | f(X) =In(-2x + 5)

Exercice 13

Partie T
(vxe]0;+oe]) ; g(x) =x* —2Inx
1) g est définie et dérivable smr]0;+oo[ en tant que sowmwme de fonctions qui le sowt, et

pour tout X e ]0;+oo[ g'(x)=2x-2x %

_ 2x* -2
_2(x=1)(x+1)

X
le sigme de g'(X) sera downé par le signe de(x —1)(X+1), expression dowt les racines
sont -1 et 1.

Ainsi, pour x € |0;1] ,9'(x) <0 dove g est strictement décroissante sur |0 ;1] et pour
tout X € [;+00[, g'(X)>0 done g est strictement croissante sur JL;+o0| .

2) Sur0;+00[ ; g atteint done son minimum lorsaue X =1,et comme g(1) =1 —2xInl=1 on
=0

peut affirmer que pour tout x e 0;+00] ; [g(x) >0
Partie TT
1) Puisque limInx=—oo , on en déduit par gquotient et somme, que Iir(r)1+ f (X) =—o0|.

x—0"
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La droite d'équation X=0 (c'est a dire ['axe de ordownées) est done asymptote verticale
& la conrbe(C).

2) On transforme I'écriture de f(X) : Pour toutx e |0;400[ , (x) = LS Inx

2 X X

o . Inx - « , « .1
En utilisant lim ——=0 ( la limite de croissance comparée) ; puisque lim ==0e+

X+ X X—>+0 Y

X L .
lim — =400 ; on déduit par somme que : | lim f(X) =+

X—>+0 X+
. Inx .1
De plus pour tout x € |0;+o0] f(x)—§:£+ln—x et lim—==0 ;lim==0
X X X—+0 X X+ ¥

X—>+00

on a dove : | lim (f(x)—gjzo

Twuterprétation géométrigue .

) ) : X : N N
La droite (A) d'équation y =5 est asymptote obligue a (C) en +oo, Pour connaitre la

position relative de(C)et(A) on étudie le sione de la différence f(x) _x_ I+ Inx; on a

2 X

f(x)—§:0<:>1+lnx:0<:>x=e‘l
X
Done F(X)—=>0<xe|e ;4w
one ()~ &7 +e0]

X

Bt f(X)—-=<0<=xe [0t
(0= Jose]

Ainsi (C) et (A) sont sécantes an point A d’abscisse e et dordownée f (%) = %
De plus ,smr}o;e*] la conrbe (C) est an- dessous de (A) , et sur [e‘1;+oo[ la courle (C)
est aun-dessus de (A)

3) f est défivie et dérivable sur |0;+o0] en tant due somme et duotient de fonctions dui
le sont, et pour tout X € |0;+oo]

1 x><£—(1+|nx)x1
X

f'(X)==+
() 2 x>
1
2 X
=2i2(x2—2|nx)
X
1
:yg(x)
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On covsidere la fonction numéridque o définie sur par : g(x)=x> —2Inx
A 1 : .
Puisdue pour tout X € |0;+o0[ ; Pk 0 et g(x) >0 (question 2 partie I),on conclue que
X

pour toutx € |0;+o0[ ; f'(X) >0 done f est strictement croissante sur 0;+o0]
Tableau de variation de £

X 0 400
£'(x) +
) o

4) La droite (A) a w coefficient directenr égal o > Le coefficient directeur de la

1 1 7 \ 1 l In a.
tangente (T) en un point d'abscisse a est égal o f'(a) = 5T
a
La tangente (T) sera paralléle a (A) si et seulement si ces deux droites ont méme
1 Ina

coefficient directeur, done <i et seulement si f'(a) = > =N PO 0 a=1

Cest dowe an point B d'abscisse 1 et d'ordovnée T (1) :% aue la tangente (T) sera
parallele a (A).

5) Sur 0;+00] , f est continve en tant due somme et dquotient de fonctions qui le sont
De plus elle est strictement croissante sur |0;+00[ . Bufin, puisque (]O;+oo[) = J-o0; 400
Et+ Oe ]—oo;+oo[

Alors d'aprés Le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un uvigue réel a dans
lintervalle |0;+o0[ tel dque f(a)=0 .

2
Par définition, f(a):0<:>%+l+lna =0 Ina:—%—l
a

Le coefficient directenr de la tangewte a (C) an point d'abscisse aest égal o :

ZONE
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-——-1
, 1 Ina 1 2
I R
:1+1+i2:1+i2>1
a a

Ce coefficient est done supérienr a1
Construction de () i(T) et (A)

4-

(T) (€

L

— ‘
N
v
TN

——t et
~

Exercice n14.

Partie T
f(x):x—2+%lnx

Partie T
1) f est défivie et dérivable sur |0;+00[ en tant due somime et fonctions qui le sout, et
pour +om+Xe]O;+oo[ ; (%) :1+%>< 1
X
=1+ £l
2X

Mais comme Xe]0;+oo[ on a 2i>0<:> f'(x)>0
X

Dove £ est done strictement croissante sur |0;+o0[ . De plus :

limIn X =—o0 done |lim f(X) =—o

x—0" x—0"

On a Pow+om+Xe]0;+oo[; f(x)zx(1_§+%xm7x)

Douc | im f(X) =+oo| ( car : lim In—X=0@Jrlim g=0)

X—>+00 X—>+0 Y X—+0 X
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Tableaun de variation de £

X 0 400
£'(x) +
£(x) "

2) Sur l'er@r\/all@]O;+oo[ f est continue et strictement croissante. De plus elle est
strictement croissante sur0;+oo[ . Enfin, puisaue f (]O;+oo[) = |-o0;+o0]

£t 0 |-o0;+oo

Alors d'aprés Le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unigue réel a dans
lintervalle |0;+o0] solution de l'équation f(x)=0 .

Ona f(1)=—-1<0et f(2):%ln2>0

Do l<a<?2

3) Puisgque f est strictement croissante smr]0;+oo[ )
m pour tout 0] F(X)< f(a) et f(a)=0 donc f(x)<0
m pour tout[a;+oo] F(X)> f(a) et f(a)=0 dovc f(x)20

Partie TT
1) On limx?Inx=0 alors lim g(x) =0=g(0) dovic aue g est continue en O. Pour tout
x—0"

x—0"

X—+0 X X—>+00

X € |0;+o0] g(x)=x2[—g+%—ilnxjpmsqmc lim 220 et lim In x = +oodouc :

) 7 1 1 .
lim| ——+=-=InX |=—00 , lim X° =4

X—>+00 X 4 X—>+00

Alors ¢ [ lim g(X) =—oo|.

X—>+00

2) g est dérivable sur |0;+00[ en tant due somime et produits de fonctions qui le sont, et

!

pour tout x>0 : g'(x)z(—gx2 +x—%lenxj

:(—Z><2x+1—£><2xlnx—1x2><1 j
8 4 4 X

7 1 1

=——X+1-=xInx—-=x
4 2 4

:1—2x—1xlnx

2
Bt on: Xf (EJ:XXE—2X+EXIn(£j
X X 2 X
:1—2x—1xlnx
2
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On a bien ['égalité : |g'(X) = xf (1
X

|
o (S

1
4a

— Ina

80(2 2

Orona: f(a):0<:>a—2+5|na<:>Ina:2(2—a)
En remplagant Ina davs l'expression de g(il par 2(2 — a)ow obtient :
a

o] gt
a 8a’ a 4a’

_—T1+8a+4(2-a)

8a?
1+4a
8a?
1 1+4a
Powc : — |=
g(aj 8a’

Pour fout x>0, g'(X) a le méme signe que f (1) on a dowc
X

m S X€:|0;£‘:,OVI a %>a dowc f (Ej> f(a)=0 donr g'(x)>0
a X

. 1
Alors ¢ est croissante sw}Oi—{
o

m S Xe}lﬁoo{,om A %<a done f(ij< f(a)=0 dont g'(x)<0
a X

, 1
Alors 9 est décroissante sur }—;+oo{

a
En finon a g'(i)zl ; f(a)=0
a) a
Tableau de variation de 4
X 0 L +00
(04
9'(x) + 0 —
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4) Une éauation de la tangewte o la courbe T représentative de g an point d'abscisse 1
1

est y=9'(Q(x-1)+g(@) or g’'(1) =1x ij: f(1)=-1let g(l)=§

Ainst y=—(x-1) +%

9
Povnc : |ly=—X+—
y 8

Une équation de la tangente ala courbe T représentative de g an point d'abscisse a
est y=0'(a)(x—a)+g(a) or g'(lj=0@+ g(ijzlJr 42a
o 8a

(04

Ainsi y=—(x-1) +%

1+4a

Done : |y 8’
a

« 1 :
Eu reprevant l'écriture g'(X)=1- 2X—§X|nX sona: limg'(x) =1
x—0"

Garaphiduement, cela signifie due T adwmet en O uve d@vm‘mM@er@ parallele a la
premiére bissectrice.
5) Construction de T

Exercice w15
1) f(x)=x° _bx+t
X

£ est continne sur | = ]O;+oo[ en tant due sowmme de fouctions dui le sout, dowe admet des
primitives sur | =]0;+00[, et pour tout x e 0;+[,
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3 2
F(x):%—5%+ln|x|

NG NG

=—-5—+Inx
3 2

(on a In|x|:lnx car x e |0;+o[ )

X3 2

Dowe : F(x):?—5%+lnx sur | =]O;+oo[

2
2) f(x):XJr—erl SUr |:]0;+oo[
X

f est continue sw]O;+oo[ en tant que quotient de fouctions qui le sont, le déwominateur
ne s'annlant pas, done admet des primitives smr]0;+oo[, et pour tout X e ]O;+oo[,
2
‘ X“+x+1
puisque : f(X)=——

:x+1+% et X e 0;+oo]

2
X
alors : F(x)=?+x+lnx

2) f(x)=;+i+i sur I:]0;+oo[

Jx X

f est continue sur 10+ en +ant due dquotient de fouctions dui le sont, dovic admet des
primitives sur |0;+0] , et pour tout x e |0;+oo

F(x)=7|n|x|+5x2[—1

X
:7Inx+10\/>—l
X
alors : F(x):7lnx+10\/_—1
X
3 4
4) f(x)=—— = |2
) f(X) 4 SUr }3 +oo{

: 4 : . .
£ est continne surl = }§;+oo{ en tant due quotient de fonctions dui le sont, le

, . , o 4
dénominatenr ne ' anmulant pas, done admet des primitives surl = }g;m{, et pour

3x—4) '
tout X€:|ﬂ;+00|:6+ puisque : f(X)= 3 :( ) sous la forme u'to
3 3x—-4 3x-4 u(x)

ot F(x)=In[3x—4|or XGE;+oo[alomc 3x—4>0alors : |F(x)=In(3x—4)
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5) f(=—— S

f est continue sw]—l; +oo[ en taut que quotient de fonctions qui le sont, le déwominateur
ve s'anulant pas, done admet des primitives sur |-1 400 , et puiisdue

1

(X) = — _(x+y sous o forme )

X+1 x+1 u(x)
D'ont: F(X)=In ; of X € |=1;400 done X +1>0 alors : |F(x)=In(x+1)

1

@) f(X)=m sur | = J—o0; 1]
F(X)=In|x+1] or xe]-o0;=1[ donc X +1<0 alors : |[F(x)=In(-x-1)
=21 sur | =[2;401]

f est continune surl = [2;+oo[ en tant due duotient de fonctions qui le sont, le
démovmiwa+amr ne s'anulant pas sur I, donc admet des primitives sur[2;+00[, et puisdue

F(X) = — 1 3
3X —5 3 3Xx-5

1 (3x—5)

3 3x-5

u’(x)
u(x)

Dot F(X):%|n|3x—5|or Xe[2;+oo[dov|0 3Xx—5>0 alors : F(X)=%In(3x—5)

1
sous la forme 3 X
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X+1
f(x)=— 2T
a) f(x) NN sur TR

f est continne sur TR en tawt que guotient de fouctions gui le sont, le dénominatenr ve
s'amulant pas sur T car le polyndime x*+2x+2 a mn discriminant négatif (A :—4) , done
X+1

X2 +2x+2
1 2X+ 2

=X ——--
2 X2+ 2X+2

admet des primitives sur TR, et puisque f (X) =

(x2 +2X + 2)’

X2 +2X+2

1
==X
2

sous la forme 1 X u'(x)
2 u(x)

Dont F(x):%ln‘x2+2x+2‘ or (VXe IR) ; X2+ 2X+2>0 alors :

F(x):%ln(x2 +2x+2)

Exercice w16

2
f(x)=x -3x-4
X—2

1) Pour tout X € [4;+o0|

b Cc :(x—Z)xax+(x—2)><b+c
X—2 X—2
_ax® —2ax+hbx—2b+c
- X—2
_ax’ +(b—-2a)x+(c—2b)
- X—2
a=2
Alnsi aX+b+ —— = f(x) <> 4b—2a=-3
~2 c-2b=-4

Ow obtient dowc | f (x) =2x +1—L2
X_

2) f est définie et continue sur [4;+0 en tant due somme et dquotient de fonctions qui

le sont, le dénominateur ne <’ anmulant pas, done admet des primitives sw[4;+oo[
A partir de l'écriture
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FONCTION LOGRITHWME EXERCICES NON CORRIGES

Exercice 1.
Partie T

La fonction f est définie sur ]0;+oo[ par: f(X)=x—-2+ %In X

1) Etudier le sens de variations de £ . Caleuler les limites de £ anx bords de 'ensemble de
définition et dresser le tableaun de variations de f.

2.) Wontrer gue 'égquation f(x)=0 admet une unigue solution a dans l’m+@r\/all@]0;+oo[
. Déterminer l'entier v tel que a € Jn;n+1]
2 ) Détermiver le sigue de f(x)
Partie TT
0 si x=0
La fonction g est définie sur [O+00 par: g(x)=1 7 , 1, _
——X"+Xx—==Xx"Inx si x>0
8 4
1) Wontrer due la fonction g est continue en 0. Déterminer la limite de g en +oo

2) Wowtrer gque pour foutx >0, g'(x) =x f (lj
X

3) Montrer gque : ¢ (ij _1tda . Dresser le tablean de variation de .

a 8a°
4) Donvier les équations des tangentes a la courbe T représewtative de o anx points

. 1
A abscisses 1 et — .
a

Caleuler lim g'(x) et interpréter graphidquement cette limite.

x—0"

5) Représenter succinctement I' et ses tangentes dans un repere orthonorimé (O;T;])

Exercice n°2.
Déterminez une primitive de la fouction f proposée sur l'wtervalle T downé .

1) f(X)=X2—5x+§ sur 1=]0;+o0f

X2+ x+1

2) f(x)=

sur 1 =10;+o0]

2) f(X)=§+%+% sur | =]0;+[
4) f9=—2 sur 1= [45+]
5) 1= sur 1 =] 14|
6) f( =1 sur 1 = o]
) 10=—" sur | =2+
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®) f(0-

X+1
X2 +2X+2

10) T(0=—-

Exercice n°32,

a) f(x)=

Ow covsidere la fonction défivie sur | =[4;+00[ par: f(x)=

1) Trouver trois réels ab, et ¢ tels gue :

sur | =[2;+o0]
sur TR

sur 1=]-11

x? —3x—4
X—2

f(x):ax+b+L2

2) &v déduire une primitive de £ sur | =[4;+o0

Exercice n°4.

Déterminez une primitive de la fouction  proposée sur lwtervalle T downé :

/\) f( )_COSX
SIN X

2) (=

) f(x)=i
xIn x

4) f(x)=tanx

Exercice n°5.
Calcml@a l@s ivHré@ml@s

sur | =}O;£{
2

sur | =[1;+o0]

sur | = JL;+oo

T
sur | = |—x&
}2 [

2)-[4x+2

6).[(—+ t 4 jdx
4 2—-X X+2

)J- In(l x)OI

-21-5X
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Exercice n°6.

2 f—
Soit f la fonction définie sur JL+oo par: f(x)= X +3x-1

Xx—-1

1) WMontrez due pour tout x de JL+oof ; f(X)=x+4+ il

2> +3x-1
2.) Calenlez R — ) )
) '[4 x-1
Exercice n°7,
2
Soit f la fonction définie sur _—2;+oo par: f(X)= Ox” +13x+4
3 33X+ 2

1) Trouver trois vombres réels a, b et ¢ tels que pour tout x de }%2;+OO|: :

f(x)=ax+b -
33X+ 2
26X% +13x + 4
2.) Caleule dx
) £ IO 33X+ 2

Exercice n°p.
Soit g la fonction définie sur [0;+00[ par: g(x)=xInx - x
1) Détermivez la fonction dérivée g’ de g

2) Calculez Leln X dx

Exercice n°a.

Caleulez ntégrale T en utilisavt la formule d'intégration par parties : | = Lexln x dx

Exercice w°10.

On considere 'application f, définie pour tout + de IR par : f_(t) 1 ol n est

t(t" +1)
un entier strictement positif.

1) Détermiver les réels a, b et ¢ tels que pour tout réel + strictement positif
at"" +b ¢
f, () = -

t" +1 t

n+l
2) Mowntrer gue : LZ f (t) dt= In[n ; +J

"t

dt
(tn + 1)2

2
2) A laide d'wie intégration par parties, calculer L
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Exercice v11.

Ow considere la suite (U,) de réels strictement positifs, définie par : U, =2, et pour
toutneN , In(U,,)=1+In(U,)

1) Bxprimer U, e fonction de U, et préciser la nature de la suite (U,) .

n+1l

2) Déterminer la monotonie de la suite (U,) , et préciser sa limite,

n
3) Exprimer la somme D U, en fonction de n.
k=0

4) Bxprimer la somme D In(U, ) en fonction de n. En déduire le caleul de
k=0

U, xU, x...xU_ en fonction de n.

Exercice n12.

, A S~ \ In x , :
Soit la fonction f défivie sur IR, par : f(X)=——et C, sa courbe représentative davs
X

un repere orthonormé .

1) Powver la dérivée de f.

2.) Dowver le sens de variation de f.

2 ) Dowier uve éduation de la tangente a C, au poivt d'abscisse 1.

4) Downer uve primitive de f sur IR,
5) Quel est le sens de variation de la fonction G défivie sur IR par : LX f (t)dt

Exercice n°12.

2
f(x):x—(mxﬁ) Si x>0
2 2

f(0)=0
1) Déterminer Iirr(‘)l f(x) et lim f(x) .fest-elle dérivable en D 7

Soit f la fonction définie sur lntervalle [0;+o0 par

2.) Etudier le sens de variations de f.
3) Démontrer l'existence et [unicité de la solution de 'équation f(x)=0 dans [e;+oo[

4) Soit T la tangente a la courbe représentative (C)de £ au point d'abscisse 1.
Déterminer I'équation de T,
5) Tracer la courbe représentative (C) de f et la droite T dans m repere orthonorimé

(O;T;])\
6) SoitAe]0ie] . Oupose: 1(2)=] f(x)dx

a) Caleuler 1(A) pour A€ ]0;e]
b) Caleuler la limite de 1 (A)lorsaue A +end vers O
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¢) Bn déduire l'aire de |la partie du plan délimitée par la conrbe (C) ['axe des abscisses
et les droites d'équations respectives (x=0) et (x=¢)
Exercice n14.

Soit f la fouction définie par f(x) = X

1

, D son ensemble de défivition et C sa

courbe représevtative.

1.

2.

4. a) Vérifier que pour tout x de Dona: f'(x) = 1 +

Déterminer D et calculer les limites de £ aux borves de D.

: , . X .
Montrer gque C admet la droite A d'équation :y = > comme asymptote an voisinage de

400

. Etudier la position relative de la courbe C et la droite A .

2
2 x(In x)2
b) Etudier les variations de f puis dresser son tablean de variation sur D.
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Fouction exponenticlle

A) Définition et premieres conséquences.
Théoréme et définition

La fonction logarithme étant continue et strictement croissante sur 10,400 ; alors
elle admet une fonction réciprodue définie et £ dérivable sar R telle que £ (x) = Inx .

Cette fonction est appelée fonction exponenticlle et est notée exp . x +— €.

Conséguences
o L4 fonction exp est définie sur R, dévivable (done continue) sur R

e Pour tout réel x, (6X ), =e* (5)@’ (X) =exp (X))
e axp(0)=1.
e Pour tout réel x, ¢ > 0.

B) Propriétés algébriques

Relation fonctionmelle caracteéristigue

Pour +ous réels a et b, e’ =e” x &”

Conséquences

FPour tous réels a et b, et tout entier relatif

_ ¢
.64?&:7
¢

1
.5_b:—k

¢

C) Nombre e.

o Lenombre exp(1) estnoté e etona.: e~2,72

D) Variations et courbe de la fonction X +—> eX,

1- La fonction exp est définie sur R .

2- La fonction exp est dérivable sur R et (5)‘) =¢"

Or e* > 0 pour tout réel x done la fonction exp est strictement croissante sur R.
3- lme" =0 et lim e =40

X——o0 X—>+00
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4~ Tableau de Variations de la fonction Exp

X - : 1 i
¢’ +
...... ?"‘OO
6)( b'
------------ ]: .uu-‘
0 =

5- Courve représentative (C)

- l'axe des abscisses est asymptote 4 (C) en —o,

- La fonction x v x +1 st la meilleure approximation affine de la fonction
exp au Voisinage de O.

F) Bquations et inéquations.

o La fonction exp Etant strictement croissante sur R .
b

/ o> ¢ o a>b
pour tous réels a et b: 5
ec?=¢" o a=b
&) Pes limites 4 conmmartre.
. A e -1
im xe* =0 ; lim — =400 et lim = 400
X—>—o0 X400 X x—0 X

#) Croissances comparées des fonctions exponentielle et puissance.

Théoreme

: : - . A
Pour tout entier strictement positifu, lim x"'¢"* =0 et lim — =+

X—>—0 X—>+00 X
« 4 l'infini, l'exponentielle de x I'emporte sur toute puissance de x »
TI) Fonction composée exp o a.
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Dérivée de  exp o u

sl u est une fonction dérvivable sur an intervalle I, alors la fonction composée

!

x> " est derivable sur T e+ par +ont x € T (5”()‘)) = (x)x e
Primitive de  u’ e

Théoréme : si u est+ une fonction dérivavle sur un intervalle I, alors
une primitive de u’ &' sur I est &
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FONCTION EXPONENTIELLE EXERCICES CORRIFES

EXERCICE1

Dans le plan mani d’un repére orthonormé, on désigne par Cr la courbe représentative de
la fonction £ définie sur TR par :f(X)=x+e™*
1. Justifier que Cr passe par le point A de coordonmées (0;1).

2. Déterminer le tableau de variation de la fonction £. On précisera les limites de £
en +00 et en —o,

CORRECTION BXERCICE1
1. £(0)=0+e"=1
Douc la courbe C, passe par le point A de coordonmées (0:1).
f est définie et derivable sur TR et f'(x)=1-e™*
f'(X)>0<1-e7>0
sSe 'l
< —x<0
< x>0
Ona lime™ =0

X—>+00

Pone lim f (X) =+o0

X—>+0
Pour la limite en —o on a une forme indéterminée au +ype «+o—w», On peut lever cette
[ndétermination en mettant x en factear .

f(x):x(1+ er
X

. . e .
En posant X =—x on Voit gue ;. lim—-= lim — — =—w0
X—>-o X X =+ X

Done lim £1+ € J:—oo et par produit : lim £ (x) =lim x[1+ € }m
X—>—00 X X—>—0 X—>—00 X

On obtient le +ableau de variation suivant :
X —o0 0
+00 \

£'(x) — 0 +

£ (x) \ 1/

EXERCICE 2

Soient f et g les fonctions définies sar IR par . f(X)=e* et g(x)=2e 2_1,
Onnote C, et C, les courbes représentatives des fonctions f et g dans an repere
orthogonal.
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1. Démontrer que les coarbes C, et C, ont un point comman d'abscisse O et qu'en ce

point, elles ont la méme tangente A dont on déterminera une équation.
2. Etude de la position relative de la courbe C, et de la droite A

Soit 11 la fonction définie sur TR par : h(X)=2e2—x—2 .
a. Déterminer la limite de la fonction h en —oo,
2
2e? 1_ 2
X X

b. Justifier que, poar tout réel x, h(X) = X

En déduire la limite de la fonction 1 en+o.
¢ On note W' la fonction dérivée de la fonction h sur TR,
Four tout réel x, caleuler W(X) et étudier son signe suivant les valeurs de xx.

d. Dresser le tableau de variations de la fonction h sur TR

X

e. En déduive que, pour +out réel x, 2e2—1>x+1 .
1. Que peut-on en déduire quant 4 la position relative de la courbe C, et de la

droite A 7
3. Etude de la position relative des coarbes C, et C, Four tout réel x, développer

X
l'expression Le 2_ 1) 2

Determiner la position relative des coarbes C, et C, .

CORRECTION EXERCICE 2

Soient f(x)=e* et g(X)=2e2-1 deux fonctions définies sur TR
1) On voit aisément gue f(0)=9(0)=1, ce gui impligue que les courbes représentatives
C; et C, de fet g ont un point comman dabscisse O et dordonnée 1. Le coefficient
directear des tangentes en ce point 4 C, et C, est donnée, respectivement, par les

valears de £'(0) e+9'(0) .ona. f'(x)=e* dod 1'(0)=1 ¢t g'(x)=e2 dodg'(0)=1 . Ponc
les tangentes en (01) 4 C, et C, ayant méme coefficient directear elles sont
confondues en une seule droite A dont on détermine facilement [ équation 'y =X +1 .

2) Soit h(x) =22 —x—2 définie sur TR

a) €n observant que lime2 =0 e lim (—=X) =+o0, on en déanit que lim h(x) =+,
X—>—0

X—>—00 X—>—00
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X X
. e2 2 _|e? L
b) On peut écrire h(X) = X ™ —-1—-—| et comme lim ~ |= e, onen Aéani+ gue
X

X—>+00

2 2
lim h(x)=+o0.

X—>+00
X

¢) On calenle la dévivée de h . h'(X) = eg —1. La fouction X+> €2 est croissante sur IR et
limage de lintervalle |0;+o0| est lintervalle |00+ . Ona W (0)=0 et done : h'(x)<0
pour X<0 et h'(x)>0 pour x>0

A) En remarquant queh (0) =0, on peut dresser le tableau de variation de h sur TR:

X

'(x) — 0 +

+00 +00
h(x) \ /

¢) Daprés le tableau ci-dessus, on voit que h(X) =0 pour toutxe IR . Cest 4 dire

2e2—x—2>0d0d o tire : 282-1> X +1,
1) On en déanit que A est au -dessous de C sauf poar X=0 od ¢lle est tangente 4 C, .

X 2 X
3.4) (ez—lj —e*—2e2+1

ZONE
PUBLICITAIRE
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v) On remarque que f(x)—g(x)=e"- 2e2+1 . De plus, étant an carvé qui s annule pour
x=0, alors T(X)—9(X)20 sur TR Dod lon déduit que : T(X)=g(X) poar tout x< IR,
et C, est au -dessus de C, sauf poar x=0o0d les deuax coarbes sont tangentes.

EXERCICE 2

PARTIE

Soit la fonction £ définie sur IR par: f(X)=e* —x .
1. Etudlier le sens de variation de la fonction f.
2. Endéduire gue pour tout réel x : > X .
Montrer gue : lim "= +oo

X—>+00

3. Alaide de la question précédente, montrer gue lim xe*=0
PARTIE

2

Soit la fonction g définie sur IR par :9(X) ="~ X?

1. Etudier le sens de variation de la fonction 4.
Wontrer que g(x) >0 pour tout x>0 .

X

2.En déduire lim &€ _ +00

X—+0 X

3. Montrer que lim xe*=0

X—>—00

CORRECTION EXERCICE 3
PARTIE A

7. f'(X)=e"-1
f'(X)>0=e-1>0<e">1
se>ele x>0
car le fonction exponenticlle est strictement croissante.
Par aillears f(0)=e"-0=1.
On en déanit le +tableau de variation de £

X —00 0
£ (x) o — (\5 +
£(x) \ /
1

Le tableau précédent montre que pour tout xelR , £(X)>0 , c'est d dire > X .
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Or limX =400 Done d’aprés le théoréme de comparaison pour les limites infinies

X—>+00

lime* =+

X—>+00

. . . 1
2.0n pose X ==X . Lorsque X —> -0, X =+ et . lime*= lim e *= lim =

X—>—00 X —>+0 X—>+0 @ X

Or d'aprés la question précédente lime* =+ done par guotient : lim . 0

X—>-+00 X—>+0 @ X

En conclusion : lime*=0

X—>—0

PARTIE B

1. g(X)=e*—x=f(X) >0 pour tout xelR.
Done la fonction g est croissante sur TR
On en dédnit que pourx>0,9(x)>g(0)=1>0
2 2

. . N X X X X
Four x strictement positit g(xX) >0 cid e*— ?> 0 done e*> )

X

. e’ X . X . . ‘
Par conséquent . —>— et commelim —=+oo, daprés le théoréme de comparaison pour

X X—>+00 2

X

o o . e
les limites infinies : lim —= 400

X—>+00 ¥

On pose, la encore X ==X . LorsqueX —»—0,X —>+0 et

) ) _ ) —X
lim xe*= lim (—Xe = lim (—Xj
X—>—00 X —+00 X —>+o0

e

Or d'aprés la question précédente
X

. e . . X .
lim — =400 donc par quotient : lim— =0 lim xe*=0
X400 X X —>+o0@ X—>—a0

En conclusion : lim xe*=0
EXERCICE 4

Partic A

Soit f la fonction définie et dérivable sur IR par: f(x)= . On note C sa courbe

X

e”+1
représentative dans un repere orthionormé dorigine O. Four tout réel X positif ou nal, on

note : M le point de C de coordonnées (x; f (x)) ; P le point de coordonnées (X,0) et @ le

point de &oordoméas(o; f (x)) . Exprimer aire du rectangle OPME) en fonction de X.
Fartie B

Soit g la fonction g définie sur R par : g(x)=e* —xe* +1.
1. Etudler les variations de la fonction 4.
2. 4. Calealer lim g(x) e+ lim g(x)

X—>—00
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b. WMontrer que l'dquation §(X)=0 admet dans TR une seule solution a. Poner un
encadrement damplitude 107 de a.

. 1
¢. Pémontrer que % = —— |
a-1

d. Déterminer le signe deq(X) en fonction de

Partie C
4x

e*+1
Démontrer que pour tout réel x, W'(X) a le méme signe queg(X).
En déauire les variations de la fonction .

Soit 1 la fonction définie et dérivable sur IR par : h(x)=

Partic P

1. Montrer que l'aire du rectangle OPMQE) est maximale lorsque WM a pour abscisse a.
Determiner un encadrvement de cette aire maximale.
2. Supposons alors que M a poar abscisse a. La tangente T en M 4 la courbe C est-clle

paralléle 4 la droite( PQ) .

CORRECTION EXERCICE 4
Partie A
f(x)=

(x; f (x)) ; P le point de coordonnées (X;,0) et @ le point de coordonnées (O; f (X)) .

Four tout réel x positif ou nul, on note : W le point de C de coordonnées

e* +1

En utilisant les coordonnées des points O, B, M et @ et sachant que le repére est
orthonormé on a2 OP =X (X > O) er0Q=f (x) = Xil 1 Ainsi l‘aire du rectangle OFPME
e’ +

4x

X

est OPx0Q =

e +1

Partic B

g(x)=e*—xe* +1
1. g est une fonction dérivable suar IR comme somme et produit de fonctions aérivables
sur IR,
Soit xelIR, g'(x)=¢" - (1>< e* + X x ex) =—xe*. Puisque &* >0 sur IR, le signe deg'(X)
est le signe contraire de k.
Afnsi, sar]—0;0[ g'(X)>0, sur [0;400] 9'(x)<0 et g'(0)=0. La fonction g est done
strictement croissante sur|-oo,0] puis strictement décroissante sur|0;+oo| .

2.4 @lim g(x) < On sait que lime” =0et lim xe” =0. Ains/, lim g(x) =1
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® lim g(x): On est en présence d'une forme indéterminée. Au voisinage de +,

g(x)=e"A-x)+1 etlime* =40 , lim(L—X) =—00 par produit et somme on

X—>+00 X—>+00

obtient lim g(X) = —o0

X—>+00

b. Tableau de variation de 4 :

X —0 0 o +00

9'() + oo | -

7
o0 | T
1 —00

g(0)=e"-0e’+1=2

W est continue et strictement croissante sur |-0;,0] .Limage de lintervalle]-0;0] par

g est lintervalle]1;2] .
or, 0¢ [,2]. L'équation §(X)=0 nadmet pas de solution sur [-;0].

W cst continue sur IR car elle est dérivable sur TR. g est continue et strictement
décroissante sur (0400l Limage de lintervalle [0;+o0] par g est lntervalle |-0;2] |
£+0e ]—oo; 2] . Daprés TVI, l‘équation ¢ (X) =0 admet une unigue solution asur
[0;+00[ . On en dédunit que Iquation §(X)=0 admet exactement une solution a dans IR
Ona g(L27)~0,03>0 g(a)=0 +g(1,28)~—0,007 <0 donc 1,27 < <1,28

ZONE
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¢ g(a)=0se” —ae” +1=0
e’ (l-a)=-1
o1
et =—
a-1
d. En utilisant le tableau de variation de la fonction g, on a : §(X)>0 pour X €]—o0;af

9(x)=0, g(x)<0 pourxecla;+o] et g(a)=0.
FPartie C

h(x)= X4X 1 h est une fonction dérivable sur TR (€ +1=0 Vxe IR) comme guotient
e’ +

de fonctions dérivables.

4(e* +1) - 4xe”
(eX +1)2
_ 4e* + 4 — Axe”
(eX +1)2
4(e* +1-xe*)  4g(x)

G +1)2 G +1)2

VxelR.

Soit xe IR h'(x) =

Ainsi, h'(x) = 4g(x)
(eX +1)

2 /

Wais, (eX + 1) >0 sur IR done W(x) 4 le méme signe que §(X) sar TR. En utilisant le
signe de §(X)déterminé 4 la question Partie B - 2.4, on peut dire que h est strictement
croissante sur |—oo;a| pais strictement décroissante sur [o;+oo]

Partie P

1. Dapres la partie A -, l'aive du triangle OFPME) est W(x) pour tout réelx>0 .
En utilisant les variations de la fonction b, h admet un maximam en a(a >0) , c'est-a dire

lorsque M a pour abscisse a.h(a) = o __ 4 car e” = 1
a-1

B da
Ara-f
a-1
da(a-1)
-———
:4(a—1)
Etona: 127<a<1,28=108<4(a-1)<112
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= 1,08<h(a)<112
. Supposons alors gque WMl a poar abscisse a. La tangente T en M 4 la courbe C est
paralléle 4 la droite (PQ) si, et seulement si les coefficients divectears de ces denx
droites sont égaux. Le coefficient directeur de la tangente T en M 4 la courbe C est
f ’(a) . fest dérivable sur TR comme guotient de fonctions dérivavles, e+ pour X € IR

f'(x)=

X

> Sdchant que e“ = 1 ,
(eX +1) a-1

-4
a-1

(1+a—1j2
a-1
_ MHa-))

- 2
a

Le coefficient divectenr de la droite (PQ) est . Yo~ ¥» 1 (@) -0 _ ()

Xo — Xp O-«a a
4
ﬂ/b&;_e“—l-l: —4 _ —4 :_4(6¥—1)
a 2
a ae” +1) a[ 1 +1) o
a-1

On en déduit que les deux droites sont paralléles lorsque W a pour abscisse a.
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FONCTION EXPONENTIELLE EXERCICES NON CORRIGES
EXERCICEA1

f et g sont les fonctions d”définies sur TR par i f(x)=-x’e* et g(x) :(x2 — X —l)eX
1. Détermiver les coordonnées des points dintersection des courbes C et C,

représentatives des fouctions f et 9.
2. Déterminer la position relative de C et C,.

2, Détermiver les limites de f et g en —o et 4o,
4. Dresser les tableaux de variations de f et g
EXERCICE 2

Soit f la fonction d” défivie sur [0;+w0] par : f(x)=(x-1)(2-e™) . On vote C sa courbe
représevtative dans wv repere orthonormé d'unité araphique 2. cm et A la droite
d'équation y=2x-2 .
1. a) Btudier les limites de f en —o et+w |

b) Etudier la position relative de C et A.

2. a) Caleuler T'(X) et montrer due, pour tout réel x, f'(x)=xe™ + 2(1— e‘x) \
b) En d’enduire due, pour tout réel x positif, f'(x)>0,
¢) Préciser la valeur f(0), puis établir le tableaun de variation de . 3. Avec le plus

gravd soiv, tracer C et A davs le méme repere.
4. Détermiver le point de A de C ot la tangente "a C est parallele a A, Tracer cette
tangente dans le repére précédent.

EXERCICE 3

2e”
e +1
Ow wote C, sa courbe représentative dans i repere orthogovale.

Soit f la fonction définie sur TR par : f (x)=x+1-

1. Démowntrer que f est une fouction impaire. Que pent-on en d” déduire pour la courbeC,

. En d déduire la limite de + en +oo.

Wontrer que pour tout réel x, £ (x)=x+1-

X

1+e
2

e +1

En d déduire que la droite d'équation Ad'équation Y =X —1est asymptote 4 C, en+owo

3. a) Montrer que pour tout réel x ; f(x)—(x—1)=

b) préciser la position de C. par rapport 4 A.

EXERCICE 4

1
+€

On considere la fonction £ 4 définie sur IR par :f (x)= , et on d " désigne par C

X —X

e
sa courbe représentative.
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1. Etudier la parité de f. Que peut-on en déauive pour la courbe C 7
2. Pémontrer que, pour tout réel x positit ou nul, e * <e*
3. a) Péterminer les limites de f en+o .

b) Etudier les variations de £ 5%r[0;+oo[ , et tracer l'dllure de C.

EXERCICE 5

Fest la fonction définie sur IR par : (x)=(2x+1)e™ .
C est sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;T, ])

(anit€ graphigue 2 cm).
1. a) Péterminer la limite de F en+o Que peut-on en d déduire 7
b) péterminer la limite de f en—w.
2. Dresser le tableau de variation de £
3. a) Deéterminer les coordonnées aun point A dintersection de C avec l'axe des abscisses.
b) Etudier le signe de T (X) suivant les valeurs de x.
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