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Exercice 1 :
1- Wontrons gue € est une partie stavle de (M3 (R) ,x)
Solent M(x) et M(y) deux éléments de €, on a :

1 0 O 1 0 O
mx)xm(y)=l x 1 0Ofx{y 1 0
x> 2x 1) \yv* 2y 1

1 0 0

=| X+y 1 0

(x+y)" 2(x+y) 1
=M (x+vy)

Et M(x+y)eE ;donc poar tous M(x) et M(y) éléments de E ; (M/l()c) % M(L/)) cF
D'od E est une partie stable de (M/I3 (R) ,x)
2) a- WMontrons que lapplication o est an isomorphisme de (R, +) vers (£%).
Solent x et y deux réels ;ona . @(x+y)=mM(x+y)
=M (x)xM(y)
=9 (x)xo(v)
Done (V(X,t/) € RZ) S o(x+y)=0(X)xe(y)
Dou ¢ est un homorphisme de (IR, +) vers (5 ><).

Pour tout M élément de E il existe un réel x tel que : M =M (x) ; donc :
(VmMeE)(3xeR) /M=gp(x)

Dod ¢ est surjective.

1 0 0 1 0 0
Solent x et y deux réels ; tels que p(x)=¢@(x)=| x 1 0|=ly 1 0
Xt 2x 1 v 2y 1
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X=y
==y = x=y
2x =2y
Dod @ est inective.
Par suite @ est un isomorphisme de (R, +)vers (E,%) .
b~ Déduisons que (E,x) est uan groupe commutatif.
On sait que (R, +) est un groupe commutatif et comme @ est un isomorphisme
de (R, +) vers (EX), alors (EX)est un groupe commutatift.
¢- Soit x an réel ; lopposé de x dans (R,+) est (—x) ; done lopposé de
p(x)=mM(x) est p(—x)=M(-x)

1 0 O
Dod linverse de M(x)dans (Ex)est M(-x) =|-x 1 0
x¥o=2x 1

d- résolvons dans l'ensemble € l'equation A X=B

Soit X un élément de € ; done X =M (x) od x e R, |

@ est un isomorphisme de (R,+) vers (Ex) ; donc ¢~ est an isomorphisme de
(Ex) vers (R,+).
Dod ¢ (AX )= (A°)+ 97 (X) =07 (B)
o7 () =97 (B)-07 (#)
grot(X)=x,B=mM(12)= ¢ (B)=12
o (A) =0 (A)+o " (A)+..+9" (A)=5¢"(A)

v
“5fols

A=MR)=  (A) =2, 97 (¥)=x

Done x =9 (B)-¢ " (A°)=12-10=2
et Far suite S ={M(2)}
r :{M/l(lvn(x)) /X € R’_’L} est sous-groupe de

o [dlement neutre de(R,+) est le réel O ; done M(0) = @(0) est Ilément neatre de(F,x)
3) Montrons que l'ensemble (F,x) est sous- groupe de

comme M(0)=m(lil) e+1le R’ alors M(0)eF | donc F # D
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® Svient A et B deux éléments de F; alors

(V(ﬂ,b)eR:)/%}=W/(lma) et B=m(nb) et B :M(_[W):M(M(éjj

Done AxB ™ =M(lna)x m(m(%n

el

=M lm(ﬁj et comme 2 e R" ; alors (%} xB'e 7—’)
b b
D'od F est sous-groupe de

Exercice 2 :
1) L'équation . (E): 2> — 4iz —2+2//3=0
a- Vérifions que le nombre a =1+ i (2 V£ ) est une solution de ['équation (E)
Ona: (1+/(2—J§))2 —4/(1+/(2—J§))—2+2/J§
=1+2i(2-V3)-(2-V3) ~4i+4(2-B)-2+2/\3
=1+ 4/ — 2/J3 ~4+ 43 =3~ 4/ +8-4J3 -2+ 2/4/3 =9-9=0
Donc le nombre 2 =1+ i (2 -3 ) est une solution de ['équation (E)

b- Déduisons b la denxieme solution de Iquation (E)
On sait que la somme des deux solutions de (E ) est égale 4 I'opposé de la

quotient du coefficient de & par celui de 2° ; donc .
a+b=4=b=4/ -4

= b =4i—(1+/(2-3))
= b =-1+i(2++3)
2) a-Wotrons que : a* =4(2-+/3) s
Ona: A =(1+/(2—\@))2
:1+2/(2—\/§)+(/(2_\/§))2
=1+4/—2/\/§_(2_J§)2

—1+4/-2/\3-4+4/3-3
= —6+4J3+(2-+3)2

:2(—3+ 2J§)+(2—J§)2/
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(—3+2ﬁ+/j
2-3
(-

b-Ona:a® = (2 \/_ ) Cdone A4 esT Une racine carvée de z = 4(2 \/_ )

Do a=212-8¢2 oua=-2\2-3c%
Comme Ke a >0 5+ Ima>0 ;alors .
a=22~- 512:>&7 22 - (oos—wsmﬁj
a- Péterminons @ [affixe au point 2 centre au cercle (T)
[AB] est le diamétre du cercle (T) ; douc l'affixe du point Q2 centre du cercle

(T) est a):g =2/

b- WMontrons que les points O et C appartiennent au cerele (T)
b—a [2-213] _2

2 2
o QO0=|w|=2i|=2=Q0=R ;donc © ()

Le rayon du cercle (T') est. R =

T

o QAL =2/+ 26/7 -2/ 2(3/7

=2=>QC=R ;donc Ce(T)

c—a . o
¢~ Wontrons gue le nombre complexe est imaginaire par.

Ona: Ce(T) est Cestdistinet des points A et B, est comme [AB] est
lun des diamétre au cercle (T) ; alors le triangle ABC est rectangle en C ;

dod . (7@ B_é) = %[Zﬂ] cdone E=2 est imaginaire par.

&‘ —
Exercice 3

1) On extrait les boules de I'wrne l'une aprés l'antre et sans remise jusqu a l'obtention
pour la premicre fols d'une boule blanche, puis on arvéte l'expérience
a- X est la variable aléatoire égale an nombre de boules tirées. Ponc X peut prendre les
valears 1, 2 et 3
www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

b- Calenlons p[ X =1]
L'eévénement [ X =1 est « Obtenir une boule Blanche au 1 Tirage » ; donc :
Card (¥ =1) A 5

Card (Q)= AL, =6 e+ p[x =1]= _ _2
ard (Q) = A, et Pl | Card (Q) A, 6

Done p[X =1] =

o | ol

¢- Calenlons p[X =2

e

L'événement [ X =1] est « Obtenir une boule Blanche au 2éme Tirage » ; done :
Card (X =2) HAAw 5
Card (Q) = A% =33 e+ p[x =2]= _ _ e
( ) 12 P[ ] CMFJ/(Q) ﬁiz 3
5
one plr=2]= 5

d- Calealons p|X = 3]

L'événement [X =1 est « Obtenir une boule Blanche au 2éme Tirage » ; donc :
Card (Q) = A3, =12x11x10 =1320 e+

Card (X =3) Ay An  2x10 1

X =3|= = = — N
Pl =3l card(Q) 1320 1320 66
1
one LI =3] =g

2)a-Ona: E(X):Zs:,v,xp[)(:)([]

=Ixp[k=1]+2xp[¥ =2]+3xp[¥ =3]

:l><§+2><£+3><i
6 3 66
1
11
Done l'espérance mathématique de la variable aléatoire X es+ € (X) = %

b-OCna. E(Xz)zzs:)(/z xp|:)(:)(/.:|
P}

=P xp[xk=1+2*xp[¥ =2]+3 xp[¥ =3]

:1><§+4><i+9><i
6 33 66
_52
33
POME(XZ)=%
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0M54/‘+4M€.’\/(X):E(Xz)—(t’()())z 52 (13JZZE

33 (11 363
Donc la variance V (X ) de la variable aléatoire X est .V (X) = %
Probleme : (10 points)
| FX)=— ' 0s<x<l
I- fdéfinic sur I =[0,1]par: 1-n(1-x)
£(1)=0
1) Montrons que f est continue 4 gauche en 1.
Calealons lim £ (x)
x—1
Oona. limf(x)=lim _ s posons +=1—x alorsx >1 =X - 0" et
Kol ot 1-(1-x)
im £ (x)=lm ————
X1 76( ) k-1 1 — l\/l(l—)()
= lim =0 (zar lim n(+)=-0) ct£(1)=

+-0" ] — IW(+) +—0"
Pone lim F(x)=£(1)

Dod f est continue 4 gauche en 1.
2) Etudions la dérivabilité de £ 4 gauche en 1.

Caleulons lim M
x—1 X — 1

ot (x=1)(1=n(1-x))
1
ot (x=1) = (x =1)n(1-x)
Onpose.:+=1—x alors x >1 =+ —>0" , donc:

livm ( )=F( ) = lim N =—o  (car lim +Int=0)
o1 x =1 +50" —F + + N+ +—0*
X
Done lim M =—0 ,; dod f uest pas dérivable a gauche en 1.

x—=1 X -1

3) La fonction x v>1—W(1-x) est dérivable sur et (Vxe[0,]) :1-m(1-x) =0

Done fest dérivable sur (0,4 et pour +out x €0, on a
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o 1-x
(1-W(1-x))
1
(L-x)(1-I(2-x))
Done (Vx €[0,1]) ; £'(x) <0, dod £ est strictement décroissante sur
Tableau de variations de £

X 0 1
£'(x) —
1
() \
0
4) a-La fonction £' 2 X = — - est derivable sur etona.
(1- x)(
. (@-x)(-m 2)
( l (1 2)
o((l x)(1-In(1- X))z) =—(1-n(1- X)2+2 x)(1-In(1- ))’(l—lvn(l—x))
=—(1-W(1-x)) +2(1- 1_1X(1—m(1—x))
=(1-m(1-x))(2-(1-In(1-x)))
:(1 m(1-x))(1+In(1-x))
Do £ (1) = (1=m(1-x))(1+M(1-x))

(1-x) (1-W(1-x))’
Etl-x<1=m(1l-x)<0 ,d041-In(1-x)>0

Far suite £"(x) est du méme signe que (1+(1-x))
1+m(l-x)=0=h(l-x)=-1

o n(1-x) :m@

<:>1—le
%
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Done " (x) sanmule est change de signe en e-1 ; d'od la courbe (C) admet un point
¢

. . . . e—-1
A'inflexion unigue d'abscisse ——
e

b- Construction la courbve (C)

1
0=r<l)

flz) = e (0 £}
[ 1+ In(1 -z} r

5) On considére la fonction h définic sur [0,1] par: h(x)=£(x)-x

Les fonctions Fet X v —X sont strictement décroissantes sur R en particalier sur [0/ 1]
Done h est strictement décroissante sur[0,1] et h est continue sur [0,1] ( comme somme
de deux fonctions continues)

De plus h(1)=£(1)-1=-1 et h(0)=F(0)-0=1

Done h(0)x h(1)<0

Daprés TVI [Cquation h(x) =0 (cad £ (x) = x ) admet une unique solution a € 10,1

Far suite il existe an réel unigue a de lintervalle I vérifiant . £ (a) = «a

@) a- WMontrons que ¥ est une bjjection de lintervalle I vers I
£ est continue et strictement décroissante sur I ; done  est une bjjection de T

vers £(1)=[£ ), £(0)] =[0.4]- T
b- Déterminons £ (x) poar tout x de lintervalle T.
y=F"(x)  [x=F(v)
Ona:q xel0l] <{xe]0]
ye[04 v e[0,4

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

1
T1-(l-y)
= x €]0,1]
ye[04

1-m(l-y)==
= x €]0,1]
ye[04
1

lm(l—c/):l—;

<1 xe]o]
v e [O,l[

1-y= 5(1_xj
<4 xe€]01]
ye[0,4

™
<1 xe€]01]
ye[01

x-1

1 o .
Done £ est définie sur T par AT (X)=1=¢* six#0
£(0)=1
II- 0w posc I, = J. +)dt , et pour tout entier naturel n non nul ; I, = I +'f (+)

1) Montrons que la suite (1), est décroissante et en dédnire qu'elle est convergente.
-1, = jl+”+1f (+)d — j1+”f(+)z/+

= j +'(+=1) £ (+) H

Etcomme £(+)20 ,;, +" 20 et +-1<0 alors jo +'(+-1)F(+)at <0

Par suite 1,,,—1 <0

n+1

Donc la suite (I, )MZo est décroissante

n

® FPour toutnelN ;ona. T

n+1

1
o Pour tout neN ;ona.: I, = IO+”f(+)d+ >0
Donc la suite (I,) _ est minorée par 0.

n
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La suite (I,)  est décroissante minorée par O done elle est convergente.
1
2) Montrons que (Vn20) :0< 7, < —
n+

SoitneN ;jona:f([0,1])=[0,1] s done (V+e[0,1]) 0<£(+)<1
Dod 0 +'f ()<

1
. 1 +M+1
mrsw+5osjo+”f +<j+d+:>0<I J
n+
0

o< T S_l_
+1

B

Done (WVneN) ;0< T, <
n+1

Comme lim i—0 ralors lim I, =0

=0 g+ 1 N—>+00

IITI- Pour tout nombre réel x de lintervalle J =0, et pour tout entier naturel n non
nul on pose :

R(0)=[ F(R)ar F(x)= [ +F(#)ar F(x)= j )d+5+5 Z;—;

:J‘X%er_/[( )

) At
01—+

1) Montrons que : (VneN) (Vx e T) F(x)-

Soit xeJ 5+14 MM 514+/‘5/f naturel ; on 4 :
F(X)—SM:_Ol + At — ;7—;

=.01_ ) gy - Zj £ (+
L f(Z*J

_ 'X®d+—-[:[1_+w+1}f(+)i/+

Jog—+ 1-+

.Xf(+)—(1—+”+l)f(+)i/%
7o 1-+
- +z4+17£'(+)

- [
Joo 1-+

Done (VneN) (VxeJ) F(x)-S, j Mf

2) a-Montrons que la fouction x > (1— X)( - lm (1- x)) est strictement décroissante

sar J
Soit la fonction g x 1+ (1-x)(1-In(1-x))
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g est dérivable sur J (comme composée et produit de fonctions continues sur J) ; et
onapour tout x € I+ ' (k)= —(1-l(1-x))+(1-x)x(1-m(1- X))’
—(1-m(1-x))+(1-x)x N L

Il

- X
=n(1-x)

xeJ=[01 aomcl-x<l= (l-x)<0

=4'(x)<0
Done la fonction x > (1—x)(1=(1—x)) est strictement décroissante sur J

7L
b-Wontrons que la fonction + £t est strictement croissante sar [0, x| pour
tout x lément de J

Soit x € I ; pour tout + €[0,x] ;ona.
£ () 1 1

1—+ 1-#)1-m@A-+)) g(+)
&t comme g est strictement deécrolssante sur J en particulier sur [O, X] ;alors la

. % . . zf 7
fonction + > u est strictement croissante surl0, x| pour tout x lément de T
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