Série n°l d’exercices corrigés « Arithmétique » 2éme Bac SM
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¥ Partie |
,pjf Soient a et b deux entiers naturels non nuls, tels que : a®+b® est divisible par 173 .
& On notera que 173 est un nombre premier.

Montrer que : &' =-b""*[173] . (On remarquera que 171=3x57).

j;:j Montrer que a est divisible par 173 si et seulement si b est divisible par 173.
%51 3. On suppose que a est divisible par 173. Montrer que a+b est divisible par 173.
§% 4. On suppose que a n est pas divisible par 173.

B54.1 A 'aide du petit théoréme de Fermat, montrer que : a'” =b"[173] .

%54.2 Montrer que : a'™(a+b)=0[173]

¥ 4.3 En déduire que : a+b est divisible par 173.

% Partie 11

Dans IN*xIN* on considére I’équation (E) suivante :

(E) :x°+y® =173(xy +1)

Soit (X,y)e IN"xIN" solution de I'équation (E).

pose : x+Yy =173k ou k est un entier naturel non ntik

59 1. Verifier que : k(x—y) +(k—1)xy=1.

Montrer que k =1 puis résoudre 1’équation (E)

B CORRECTION :

Partie I

5 1. a'™ estcongrua —b" modulol73,:

et b sont deux entiers naturels non'nuls, tels que a*® +b*® est divisible par173. Cela signifie que
9. a’+b’= 0[173], c’est a dire'que a’= —b3[173].

% A ['aide de la propriété suivantegsur les congruences :

Soient n un entierNaturel non nul et x, y deux entiers relatifs.
¥ Pour tout entier naturelk''si x=y[n] alors x = y*[n].

y: L 57 57

% On en dédiivgue,: (a°) =(-b°)" [173]

W Cestldire :a'™ = —p[173]

% gl est gongru a —p** modulo173.

5 2. a est divisible par 173 si et seulement si b est divisible par 173 :
: Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On va faire une preuve en deux temps.
¥ Sens direct :

% Supposons que a est divisible par 173 et montrons que b est divisible par173.
@ On rappelle la propriété suivante :

@ Soient a, b, @’ et b’ quatre entiers relatifs et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
%Si a=b[n]et a'=b'[n] alors a—a'=b-b'[n] .
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@7 a est divisible par 173 signifie que a=0[173], ¢’est a dire, a* =0[173] .

On sait d’aprés |’énoncé que a®+b® est divisible par 173, donc a® +b’= 0[173] :
Soit en regroupant :

a’+b® =0[173]
@ |a’=0[173]

et par suite b=0/173] car 173 est premier (Si a est premier et divise b", alors a divise b).

§%. Donc si a est divisible par 173 alors b est divisible par 173
Wi Sens réciproque :

Et d’apreés la propriété rappelée ci-dessus, on a (a3 + b3)— a® =0[173] , soit b* =0[173]

::jj raisonne de la méme fagon que le sens direct car ici a et b jouent le méme réle eton a:

g2 b est divisible par a signifie que b=0[173] , c’est a dire que b* =0[173] puis ((a° +b*) #b* =0[173]
9l d'00 a® =0[173] et a=0[173].

Ainsi, si b est divisible par173, alors a est aussi divisible par 173.

i a est divisible par 173 si et seulement si b est divisible par 173.

On suppose que a est divisible par 173. Montrer que a+b est divisible'parid /3 :

¥ Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

Dans cette question, on suppose que a est divisible par 173.

§% b est aussi divisible par 173 d’aprés le résultat établi a la question précédente.
Comme la congruence est compatible avec la somme alors, a#b estidivisible par 173.

V% Si a est divisible par 173, alors a-+b est aussi divisible par 173.
Compatibilité de la congruence avec la somme (Rappel)

g Soient a, b, a’ et b’ quatre entiers relatifs et n un'entier naturel supérieur ou égal a 2.
%3Si a=b[n] et a’=b'[n] , alors a+a'=b+b'[n].

On suppose que a n’est pas divisible par173:.

p% 4.1 Montrer que : a'’* =b""*[173] :

% L énoncé propose de démontrer ce résultat a I'aide du petit théoréme de Fermat.

Petit theoreme de Fermat (Rappel)
57 Si p est un entier naturel premier,et a-un entier premier avec p, alors :a**-1=0[p] .

§’ Comme 173 est un entier naturel premier et a et 173 sont premiers entre eux car173 ne divise par a, alors
% d apres le petite théovéme de Fermat, on a : a'** —1= 0[173]

5 On en déduitque 2\a'” =1[173]

Par ailleurs, dire.que a nest pas divisible par 173 signifie que b n’est pas divisible non plus par

¥ 173 .d apres le résultat établi a la question 2, et on a d’aprés le petit théoréme de Fermat : b’ = 1[173]

§ O'en, déduit que, a'™ =b'"[173]

¥ Finalement, si a nest pas divisible par 173, alors a'” est congru & b'™ modulo 173.

Montrer que : a'"*(a+b)=0[173] :

Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

& On a établi a la question 1 que :a'" =—b""[173]

en déduit que : —a'"™* =b""[173]

Car la congruence est compatible avec la multiplication

% VceZ ,si a=b[n] alors ac=bc[n] , en particulier si a=b[n] alors (-a)=(-b)[n] .
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On multiplie ensuite les deux cétés de ['égalité par b et on obtient : —bxa'™ =b'"*[173]

utilise ensuite le résultat établi a la question précédente a' =b'"?[173] ) eton a: —bxa'™ =a'"*[173]
Par symétrie de la congruence (Si a=b[n] ,alors b=a[n]) ona:
Qﬁaﬂzz—bxaﬂlp73]Paranw,a”2+bxa”%sop73]

F D oir -a™ (a+b)=0[173]

a'™(a+b)=0[173] . Autrement dit, a'"* (a+b) est divisible par 173.

En déduire que : @+D est divisible par173

;‘f Soient a et b deux entiers naturels non nuls.

Pour répondre a cette question, on va utiliser la relation établie a la question précédente (a*(a%b) est

¥ divisible par173 ) et le théoréme de Gauss.
¥ Théoréme de Gauss (Rappel) :

Soit n un entier qui divise le produit ab. Si n est premier avec a, alors n divise b,
W On sait que a n est pas divisible par 173 donc @' n’est pas divisible non pls par173-et a™ et 173 sont

premiers entre eux.
§% On a établi & la question précédente que a'"* (a+b)=0[173] , c¢'est d dire,que a**(a+b) est divisible
9 par 173.

Ainsi, 173 divise a+b d’aprés le théoreme de Gauss.

PiPartie |1

W Le but de cette partie est de résoudre I’équation : (E) : x*&yS =173(xy +1)

%3 Ou x et y sont des entiers naturels non nuls.

§% 1. Vérifier que : k(x—y) +(k-1)xy =1

Soit (X,y) e IN"xIN" wune solution de I'équation (E),

adonc, x*+y® =173(xy +1)

% Soit en factorisant,

% (x+ y)(X2 — Xy + y2) =173(xy +1) Owsait d’aprés [’énoncé que X+Yy =173k avec k € IN* , donc,
173k(x2 — Xy + y2) =173(xy +1)

¥ Soit en simplifiant par 173 ; k (¥B=xy+y?)=(xy+1) Comme x*—xy+y*=(x—y) +xy , alors,

5k (x— y)2 +kxy = xy +1

Soit, k(x— y)2 +(k-1)xy=1

(X, ¥).€ IN“XIN®est solution de [’équation(E), alors on a le relation : k (x— y)2 +(k-1)xy=1

k.£est un entier naturel non nul.

5 24\Montrergue k =1 puis résoudre [’équation(E):

¥ On démontre d’abord que k =1:

On utilise la relation établie a la question précédente que [’on va d’abord majorer et ensuite raisonner par
@ [ 'absurde.

GOna: k(x- y)2 +(k—1)xy =1 ot (x,y) e IN"xIN" est solution de [’équation (E)et K est un entier
Binaturel non nul. Autrement dit, (k —1)xy =1—k(x—y)’

5 D oi, (k—1)xy <1 car la quantité k(x—y)* est positive.

¥j Et puisque K , x ety sont des entiers naturels non nuls, alors I'inégalité (k—1)xy <1 est vérifiée si :

,‘
p
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k—1)xy=0
ou

i \(k-1)xy =1
Examinons chacune de ces deux égalités :
(1) (k-1)xy=0:
Puisque Xx#0 et y=0alors k—-1=0 et k=1.
¥ () (k-1)xy=1:
Puisque k, x et y sont des entiers naturels non nuls, alors pour que cette égalité soit vérifiée il faut
W2 nécessairement avoir K—1=Xx=y=1,c'estadire: k=2 , x=1 et y=1
Or on sait par I’énoncé que X+ Yy =173k , on en déduit en remplagant x, y et k par les valéurs ainsi
obtenues que 14+1=2346 ce qui est impossible.
la seule possibilité pour avoir l'inégalité (k—1)xy <lest k=1.

Voici une autre méthode pour répondre a cette question :

Cette méthode repose uniquement sur un raisonnement par [’absurde alops~queda méthode précédente

§%, combinait « absurde + majoration ». On suppose que k =1 . Comme k”@st un entier naturel non nul,
Pjalors k>2 .

& Ensuite, on a soit X =Y , soit x=y .

P lercas: x#y

a k(x—y) =1 car k>2et x=Yy, et (k-1)xy =1, on en déduit que k(x—y)* +(k-1)xy>2 , ce qui
est contradictoire car I’expression K(X— y)2 +(k—1)xy- quiestégaleal.

2émecas: x=Yy

@ La relation k(x—y)* +(k—1)xy =1 devientK=2)¥*=1, d'oi k—1=1 et x* =1 c'est d dire k =2

:jjj et x=1.

W Or on sait par [’énoncé que x+Yy =173k, omen déduit en

remplacant x et y par let k par 2 que,1+1=2x173 ce qui est impossible.

[’hypotheése de départ qui consistedasdire que K #1 est fausse. Donc k =1.

On résout ensuite |’équation (E) :

fiona: () +y° =173(xy+1)

‘une part, on sait déapres énoncé que X* +Yy*® est divisible par 173 . (C’est d’ailleurs ce que suggére
‘équation (E)) :
‘autre pdrt, onsaitd apres la question 4.3 que X+Y est divisible par 173, il existe donc un entier naturel

nul k\tel quet: x+y=173k
§ Commerk.=1, alors, x+y=173

Par ailleurs, on a montré & la question précédente que k (x— y)2 +(k-1)xy =1 ol (x, y) CIN*xIN* est
solution de I’équation (E)et k est un entier naturel non nul.

Soit avec k=1, (x— y)2 -1

9 Cest a dire, x—y=10u x-y=-1

P On aboutit ainsi au systéme d’équation suivant, qu’il faudra résoudre dans IN* x IN":

X+y=1
{ d
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i Les solutions de [’équation (E)sont soit (87,86) , soit (86,87).

: On vérifie bien entendu que les couples (87,86)et (86,87)sont solutions de ( E)en injectant leur valeur
numérique dans (E

¢ Vérification pour (87,86):
. On a :87° +86° = 658503 + 636056 = 1294559 et 173(87x86+1) =1294559
Il'y a donc égalité.
: Vérification pour (86,87):

FOn a: 86°+87° =1294559 et 173(86x87 +1) =1294559
Il'y a donc égalité.
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