Corvection examen nationale 2011 Session Normale 2éme Bac SM A et B

JUBSSIRALHS

Exercice 1 :
Les deux parties sont indépendantes.
Premiere partie :
V2 N2
2 2
1 0O
pﬂMS/ZMM&ﬂM(VV/3(R),+,X) :IT=|0 1 0|etrA= g g 0

(Onpose: A° =T ; A=A ;A =AxA et A = AXAX . X A pour tout n de )

“ntfols

1- Montrons par récarvence que : (Vk eN) ; A =T
Pour k=0

Ona: A =T

Soit k eN

Supposons que A =T ; et montrons que . A =T

V2 N2 ) (N2 N2
2 2 2 2
Oﬁﬁ‘-ﬁzzﬁﬁ()xﬁﬁo
2 2 2 2
0 0 1 0 0 1
2 2 2 2
Y (B (T _(B)
2 2 2 2
2 2 2 2
_Q_ﬁ £+£ 0
2 2 2 2
0 0 1
1 00
=0 1 0|=T1
0 01
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Done A2 =T e+ A =T ;dod A" =T

Conclusion  (VkeN) ; A% =T

2-Wontrons que A admet une matrice inverse A
Daprés ce qui précéde ona: A =1 ;donc AxA=T
D'od A admet une matrice inverse A et A = A

Deuxieme partie
Solt o un nombre réel.

Pour tout X ety de lintervalle 1 = ] a, +oo|: onpose.: x*y=(x—a)(y—a)+a

1- a)Montrons que * est une loi de composition interne dans 1 = ] a; +oo|:
Soient x ety deux dléments de 1= | a; +oo| .
Ona:x>a ety>a ;donc x—o>0 ety—a>0
FPar suite (x —a)(y—a)+a>a ;dod (x+y)el=|a, +oo
Donc * est une lol de composition interne dans 1= | a,; +oo|
b) e Soient x ety deax dléments de 1= ] a;+oo[ .
Ona:xxy=(x-a)ly-a)ta=(y-a)(x—a)+a=y*x
Donc la lol * est commutative.
® Svient X,y et z des éléments de 1 = ] a, +oo[ .
Ona:(xxy)xz=((k*y)—a )(z—a)+a
( —a)y—a)+a- a)(a a)+a
( —a)(y- ) )+
(x —a)((

Xa)u/a(aa+a

X a{ +CZ CZJ-I-OZ

((vx2)-

_X*(L/*g,)
Donc pour fous X ; y et z dléments de 1= |a;+o| jona:(x*y)xz=x*(s*z2).

Far suite la loi * est associative.
¢) Montrons que (1, %) admet un élément neutre que l'on déterminera,
Fosons e [‘€lément neutre pour la loi * dans 1,
Onapour tout x el ;xxe=x < (x—a)(le—a)+a=x
cx(le-a)-o(e—a)+a=x

e—a =1
=
—o(e—a)+o=0
Se=1+a
Dod (L %) admet an elément neutre ¢ =1+ a
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2- Montrons que (1,%) est an groupe commutatit.
Soient x et x' deux élément de 1 ;ona: xxx'=e < (x—a)(x'—a)+a=1+a
S (x—a)(x' —a)=1
1
X—a

= —

EX X >, donce

+o>o
X—=a

Far suite X' €1
Dod tout élément x de 1 admet un inverse dans 1.
Comme * est une loi de composition interne commutative ; associative et admet un

clément neutre dans 1 ; alors (1,%) est un groupe commutatit.

[ R’
3- On considere lapplication : @ : 1
X =
X—4a
a)Montrons que @ est un [somorphisme de (I, *) vers (Rj/x)
® Soient x ety deux élément de 1 ;ona. ¢(x *y)= 1
(x*y)—a
_ 1
(x—a)(y-o)+a-a
1 1
= X
X—o y—a
=0 (x)xo(v)
Done pour tout x et yde I ;oma.: o(x*y)=0(x)xo(y)
Dod @ estun homomorphisme de (1, %) vers (R’;,x)
o Soit yun élément de IR ;ona .y =¢(x) <y = .
—a
sr=1+a
v

£+ comme y >0 ,; alors 1+oc > a
Y

D'od poar touty de IR” ; il existe un Elément anigue x = D vode1el que v =o(x)
Y

Far suite ¢ est un isomorphisme de (1,%) vers (Rj,x)

b) Bésolvons dans l'ensemble T léquation : x° =a® +a 04 x® =xxx*x
ona: x¥=ad*+a o (p(X(S)) =p(a’+a)
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S p(xrxxx)=p(a’+a)

1
S p(X)xp(x)xp(x)=———
o +a-a

( 1 f 1

<\ T3
X— (04

@Lzl (car a>0)
X— o

S x =20

Dod I'équation X =P +a admet une unigue solution x = 2a

Exercice 2.
Solit N lentier naturel dont 'écriture dans la base décimale es+: N =111......... 1
20107is

1- WMlontrons que le nombre N est divisible par 11
Ona: N=111.... 1< N=1410+10%+10° +---+10%%
—

2010 fvis
Done N est la somme des 2010 premiers termes dune suite géométrigue de raison 4 =10
10210 _1
10-1
£+ 10 =-1[11]= 10" = (-1)"" [11]
=107 =1[11]
=107 —1=0[11]

2010 _1 102010 _
Comme AN1L=1 alors —% - 0[11] (car 9 est un entier naturel)

Pod N =

Dod N=0[11] ; cad que le nombre N est divisible par 11,
On peut remarguer aussique » 1=1[11]

10 = -1[11]
10? =1[11]

10° = —1[11]

102009: = -1[11]
Dod N=(1+(-1)+1+(-1)+---+1+(-1))[11]
Pone N= 0[11]

2- a) Vérifions que le nombre 2011 est premier et que 10°° —1=9N
Les nombres premiers dont les carrés sont plus petits ou égale 4 2011, sont
2,2,5; 42 est aucun de ses nombres ne divise 2011 done le nombre 2011 es+
premier .
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2010
1 —

10-1
b) Montrons que le nombre 2011 divise le nombre IN
le nombre 2011 es+ premier e+ 2011 A9 =1

Done d'aprés le petit Théoréme de FERMAT on 2 : 10°° —1=0[2011]
£t comme 10 —1=9N ; alors 9N = 0[2011]

Far suite 2011 divise le nombre 9N
¢) En déauive gue le nombre 2011 divise le nombre N.

Daprés la question 1- on a.: N = s done 10 —1=9n

Ona.:2011A9=1et 2011/ ON , donc d'aprés le théovréme de GAUSS 2011 divise lé

nombre N cad N=0[2011].
3- Wontrons que le nombre N est divisible par 22121
Ona.22121=11x2011
Comme N=0[11] ; N=0[2011] e+ 2011711 =1
Alors N=0[11x 2011]
Dod N=0[22121]
Done le nombre N est divisible par 22121

Exercice 3

Premiere partic .
Solt m un nombre complexe non nul.
On considere dans l'ensemble C l'éguation dinconue z .

(£,):22+[(1-/ym-4]e=im* =2(1=/)m+4=0

1-Vérifions que le nombre z =—m+ 2 est solution de I'équation (E m)
—m+2) +[(A=D)m =4 (=m+2)—im? =2(1—i)m+4
(2 [ 4] (s 2) - - 2(0-)

=m* —dm+b—m? +im* +8m+2m—2im—8—im* —2m+2im+4=0

Done le nombre & = —m+ 2 est solution de [‘équation (E m)
2- Soit 2, la deuxieme solution de [‘équation (E m)
a) Montrons que . 2z, =1 < im* +2(1-/)m-3=0
—im* =2(1=i)m+4
1
Done 22, =1 < —im* =2(1-i)m+4=1
< im*+2(1-iym-3=0

b) Déterminons les deux valears de m pour lesquelles on a : gz, =1
Ceci revient a résoudre équation (E') :im* +2(1—i)ym—3=0 dincomue m.

On sait gue . gz, =
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Le discriminant réaunit de l'équation est .

8=(1—/‘)2+%/‘=/‘=%><2/=[\/g(1+/)}2

Done les solutions de [Equation (E') sont :

—(1—/‘)+\/z(1+/‘) —(1—/’)—\/2(1+/‘)
. 2 ot e 2
/ /
D'od les deux valears de m pour lesquelles on a . 2z, =1 ; sont .

m= 1+£ + 1—£ [ et m= ’l—ﬁ + 1+£ /
2 2 2 2
Deuxieme partic .
Dans le plan complexe rapporté a uan repere orthonormé d//mﬁ( o,d,v )

On considere l‘application S gui au point WM, d’affixe z, fait corvespondre le point M’
daffixe 2’ tel que : 2' —1=—(z —1) et la rotation R de centre le point Q2 d'affixe (1+1)

et ﬂ/’mg/&% et soft 2" laffixe du pointm” = R(M).

1- a)Montrons que lapplication S est la symétric centrale de centre le point daffixe 1.
Soit I (1) ;oma: S(M(a)) =mM'()z -1=—(2-1)
< i = i
& IM =—IM
Dod S est la symétrie centrale de centre le point daffixe 1.
b) Montrons que : 2" =iz+2 .
Ona:M' =B(M)ez"=¢2(2—-1—)+1+/
o"=i(e-1-/)+1+i
2" =iz—i+1+1+/
Se"=iz+2
Pone 2" =iz + 2
2- Soit A le point d'affixe 2.
On suppose que le point W est distinet du point O origine du repere.

a)ona.e Z/,_Z = = =~/
-2 —(z-1)-1
5—2‘:1
2"-2 A z2'-2
* 2 - '~ 2 T
z'— z"— -
ar. = 2
o 222 )= [en]
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AM" = AN’
(W,W) = % [272']

Dod le triangle AM'M" est rectangle isocele en A.
b) Soit M un points du plan différent de O e+ de €
A Q , M et M" sont différents.

f—

Ona:eh Q, M et M"sont cocycligues < ,_2 o bl e IR
g'=2 2"-1-i
£ 1+/€IP

z—1—1/
z—1+i (a—1+/j
= - = -
z2—1-1 z2—1=1
S z+z2 =2
< Re(z)=1
® Dans le cas od M=Q ;ona:aff (M)=(1-i) et M"=Q

Et A QM (1—1) sont non alignés done A, Q, W' e+ M" sont cocycligues.

Far suite l'ensemble des points M tels gue A, Q, M' et M" sont cocycligues est la
droite d'éguation X =1.

Exercice 4 :(6.5points)

Premicre partie .
Etude des solutions positives de 'équation (E).: ¢ = x" avec n un entier naturel non nul

On considére la fonction namérigue  définie sur l'ensemble P =[0,4] U 1, +oo par :
X .
X)=—  six#0
F() n x et solt (C) sa courbe représentative dans le plan rapporté 4 un

£(0)=0

repere orthionormé (0, i, f)

1- Pour tout x de l'ensemble 10, UL, +oo[ona:n=F(x)<n= e

(nx
< X =nlix
< x =l
e =x"

2- WMontrons gue la fonction £ est dérivable 4 droite en 0.

X
Ona. lim w i n x
x—0" X x>0t X

: 1 .
=lim —=0 (zar limn x =-o0 )
x—=0" [ X x—0*
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Donc f est dérivable a droite en 0et ona: £;(0)=0 .

. oy
3- o lim £ (x)=lim —=—o0 (car pour x <1 ;nx<0)
x—1 x—1 [VI X

. N 4

o [im £ (x)=lim——=+0 @arpour x>1 ;mx>0)
X1 1w x
ZLuterprétation géométrigue

(C) admet une asymptote verticale d'équation x =A

A A X _ 1 o nx
o lim F(x)= lim —= lim —— =400 (car pour lim —=0")
X—>+00 x—+0 [ X X—>+o0 IV] X x>t X
X
X

o lim M: i X — i=O[mr,z>o%/f lim v x =+o0 )

X—>+0 X Y>>+ X X—>+00 [m X X—>+00
ZLuterprétation géométrigue
(C) admet une branche parabolique de direction l'axe des abscisses au voisinage de+oo

A4-Etudlie de variations de la fonction £
fest dérivable sur chacun des intervalles 10,1 et 11, +o0] ; et ona .
X

Pour tout x de 10, UL, +oc[ on 2 :  F'(x) :(UJ
W

1
WM x—xx—
X

(In x)*
mx-1

(In x)*

Done £'(x) est du méme signe que (In x —1)

Dod f'(x)<0sur chacan des intervalles 10, e+ 10,¢] ; et £'(x) > O sar lintervalle
[, +oo] .

Far suite f est décroissante sur chacun des intervalles 10,4 et 10,¢] ; est croissante sur
lintervalle [e;+od[ .
Tableau de variations de £

X 0) 1 1% +00
F'(x) — — +
o) +00 +00
£ (x) \ \ /

5-Wontrons gue la courbe (C) admet un point d'inflexion dont on déterminera les
coordonnées.
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Pour tout x de [0, UL+ ona: F'(x)= I(V:X—_)Zl ; done ' est dérivable sur
M X

(lm)jc)2 ~(in % -1)x 2ln x

(In x)"
(In x)* =2(In x)* + 2 x
x(In x)"
2w x—(In x)°
 x(nx)

n x
(2] (2—n x)

10, O +oo[ et oma. £"(x)=

2
Dod £"(x) samule en changeant de signe en x = &* ; done le point [52 ; %) est le seul

point d'inflexion pour (C).
¢- Représentation graphiquement de (C) .

12

7-Wontrons que pour n 23 , quation (E ) admet exactement deux solutions a, et b, tel

que :1<a,<e<b,

Supposons gue n >3
o (i fonction £ est continue sur [0 e+ ([0,1]) = |00, 0] , comme n ¢ ], 0] ; alors

(E) wadmet pas de solution dans[0;] .
o (i fouction £ est continue ; strictement décroissante sar W e| etf (11 e]) =[e, +oo[

comme n € e, +x| ; alors (E) admet une unique solution a, dans|\; €].
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® (1 fouction £ est continue ; strictement croissante sur [e; +oo| etf ([5; +oo[) =[e, +oo[,
comme n € e, +o| ; alors (E) admet une anigue solution b, dans|e, +oo| .

Dod pour n 23 , l'dquation (E) : £ (x) = nadmet exactement deux solutions a, et b, tel
que :1<a,<e<b,.
Deuxieme partie :

Etude des deux suites (&lw )

2] er (bw)
1-Wontrons que : (Nn=23) b, 2n
b

s B
&b, =nlnb,

Etb,2co b, 21 unb, 21

Done (Nn23) b, 2n

On en dédnit que lim b, =+

7—>+00

n>3

Onﬁ:f(/ﬂ”):M@ "

2- a) Montrer gque la suite (ﬁw) o5t décroissante.

Four n=3 ;on a. f(ﬂﬁ) =net f(ﬂM) =n+1 ;donc f(ﬂm) > 7”(&7”)
et comme f est strictement décroissante sur 1\ ¢| ; a, € [\ elet a,,, € €]

alors a,,, <4, ; par suite la suite (ﬁlw)

n+1

; est décroissante.

nz

La suite (ﬂﬁ) est déeroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.

n>3

b) Montrons que . (V1= 3) o lm(aw) <<
" "

a
?0%/”%23,'DM%.'f(ﬂM)ZMQ—M=M
ma,

< a,=nla,

Et commel<a, <e

1 ¢
Alors1<nlwa, <e < =<lwa, <—
" Z

Done (V12 3) £<(vm% <<
" %
1 e 1 ¢

On en déduit que : ¢" < a,<e" et comme lim e = lim e” =1

N—>+00 n—>+0

Alors par encadrement on en déani+ que im a, =1

n—>+00

c)Montrons que : lim a,=e

1—>+0

a, est solution de [‘equation ¥ (ﬂw) =
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a
DPone ——=n<a,=nma, < e'=a" et lim a, =1

n ﬂ% N—>+00

n

Comme la fonction exponenticlle est continue enl ; alors im &' = ¢

7—>+00

Pod lim a,=¢

N—>+0

Exercice 5 : (3.5points)

On considére la fonction numérique ¥ définie sur lintervalle [0, +oo| par :
I
F(x)=e¢ J e dt
1- a) Montrons que : (Vx> 0) 0<F(x)<xe™
Soit x20,0na:0<+<x & —x"<—+2<0
©0<e™ <6 <

5,2 2 X 2 2 (X
oSp<e? £5XI5*4+£5XIJ+
0] 0]
2

SO0<F(x)<xe”
Done (Vx20) 0<F(x)< xe™
b) Montrons que : (Vx =1) e <t
® Soit x>1,0na:x"2x < —x><—x
e <e
Dod (Vx 21) e <
® Ona.:(Vx=1) e < ef (Vx=0) 0<F(x)< xe™

Done (Mx 21) ;0<F(x)<xe™ ;et lim xe™* = lim ix =0
X—>+00 X—>+0 &2

Done par comparaison on 4. XIL m (x)=0
2-Wontrons que la fonction F est dérivable sar lintervalle [0, +oo| et que :
F'(x)=e? —2xF(x)
La fonction ++> & est continue sur [0, +00[ , donc la fonction x +— IOX e dt est
dAérivable sar [0+ ; d'od F est dérivable sur [0, +o0| et pour toutx e [0, +oo] on 4 :

F'(x)= 2% on e at + (5”2 )2

= 20F (x)+e?
Pone (Vx e[0;400]) ; F/(x) =€ —2xF (x)

3- On considere la fonction numérigue (g définie sur l'intervalle [O, %}
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a) WMontrons que la fonction (G est continue 4 gauche en %

im G(x)= lim F(+tanx)

~A3) ~3)

On pose : X = tanx | alors x — (g) => X >+

Ponc im G(x) = lim F(x)=0 5%[%}:0

(ﬂ') X —>+00
X 2

Alors im G(x)=4 (%) ; par suite (g est continue a gauche en

A2
2

z
2
b) Montrons qu'il existe un réel ¢ de lintervalle 10,+o0[ tel que : F'(¢) =0 et que :

2¢

La fonction (7 est continue sur {O, %} et derivable sur }O, %{ ,Ae plus on a :

4(0) = @g) ; done d'aprés le théoréme de ROLL .-[3/ e }o, %D L G()=0
Done (EI&’ € }O%D L+ (1)) x F' (#amg (') = 0

Comme 1+ +ng? (') # O,'(EI&’ S }O%D /F (tang(c")) =0 et

= }Og[ = tang(¢') € 10, +oo]

Dod (3& = tang(c') € 10, +oo[)/7:’(5) =0

X2

¢
2x

4- On considére la fonction numérique  aéfinie sur 10,400 par . #(x)=F'(x)x

a)Montrons que la fonction # est strictement décroissante sur 0, +oo

Posr tout-on a : # (x) = F () Z_X o #(6)= (e — 267 (1)) =

o H(x)= 52)( —F(x)

cH-5
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S H(x) = —| e At
#(x)=—--,
N —4X25_X2 — 26_X2 2
Dod #'(x) = —e
S S, P &
_ 8x‘e 225 <0
4y

Done H est strictement décroissante sur 10,4+ .

b) En déduive que ¢ est unigue, puis donmer le tableau de variation de F.

X2

, Z
ona: #(X)=7: (X)x P
Done #(x)=0<F'(x)=0, e+ (3 €]0,+0]) /F'(¢)=0

Dou (3& €0, +oo[)/7l/(&) =0

H est strictement décroissante sur |0,+0| , done (EI!& elo, +ooD /H(c)=0
Les variations de F

XZ

Four tout x e]0,+oo[ S H(X) :/*:'(X)xz_
X

Done F'(x) est du méme signe que # (x)

o Four xelO,c] ;ona:x<c=H(x)2H(c) et #(c)=0
Done #(x)20=F'(x)=0

o Pour x elc; 40 ;onaxzec=#H(x)<H(c) et #(c)=0
Done #(x)<0=F'(x)<0

Tableau de variations de £

X 0) ¢ +00
F'(x) - 0 +
5—252
0 0)
)2 5—252
F)=e™ o () = F ()=
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