Examen national 2013
session de rattrapage

Exercice 1 : (3,5 points)

Les parties | et Il sont indépendantes.
Partie | :

2(x-1)(y-1)+(x-2)(y-2)
(x=(y-1)+(x-2)(y-2)
0,50 pt 1- Montrer que : * est une loi de composition interne sur G.

2. On rappelle que (IR: ,x) est un groupe commutatif. On considere I'application f de 1R;dans G

Pour tous x et y de I'intervalle G = ]1;2[ on pose : x*y=

définie par: f(x) =%
X

075pt  a) Montrer que f est un isomorphisme de (IR}, x)dans(G*).

050pt  b) En déduire que (G *) est groupe commutatif et déterminer son‘€lément neutre.
Partie 11 :

On rappelle que (d/g ( IR) ,+,><) est un anneau unitaire de zéro la matrice nul o

et d'unité la matrice| - , et que [d/fa(lR) S+ .)est un espace vectoriel réel.

0 3 2
Onpose: ao-lo 0 1

000
0,50 pt 1) a) Vérifier que : A* <O, puis en.déduire que A est un diviseur de zéro dans [O(/t's(lR) + ,x).

050pt  b) Vérifier que :o A* —A+ I )(A+1)=1 puis en déduire que la matrice A+1 admet un
inverse dany, (41, (IR) ., } déterminer.
0,75 pt 2) Pour tous awet b,deIR,on pose : M (a;b)=a.l +b.A , et on considére I'ensemble
E ={W(a;h)/ (asb) e IR?}

Montrerqued'ensemble (E +) est un espace vectoriel dont on déterminera une base -

Exercice 2%, (8 points)

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.

I. On tire successivement avec remise quatre boules de I'urne. Soit X la variable aléatoire indiquant le
nombre des boules noir tirées de I'urne.

1,00 pt 1) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

0,50 pt 2) Calculer E(X ) I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.
I1. On effectue I'expérience de trois étapes suivantes :

Etape 1 : On tire une boule de l'urne, on note sa couleur puis on le remettra dans l'urne.
Etape 2 : On rajoute dans I'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée a la premiére étape.

Etape 3 : On tire successivement et sans remise trois boules de I'urne qui contient 12 boules apres la
deuxieme étape.
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On considere les événements suivants :

N :" la boule tirée a la premiére étape est noir".

R :" la boule tirée a la premiére étape est rouge".

E :" les 3 boules tirée a la seconde étape sont noirs".

0,50 pt 1) Montrer que : P(ENN) :%

050 pt 2) Calculer P(E).
0,50 pt 3) Calculer la probabilité de I'événement R sachant que I'événement E a était réalise.

Exercice 3 : (3,5 points)

Partie | :
Soit a un nombre complexe différent del .

On considére dans € I'équation (E): 2z —2(a-1)z+(a-1)" =0

0,50 pt 1) Montrer que : z, :@(H i)etz,= (a—;l)(l— i) sont les deuxisolutions,ded. équation (E).

2) Onprend a=¢'® avec0<0O<m .

0+n

050pt  a) Montrer que :a—1=2sin gei 2

1,00pt  b) En déduire la forme trigonométrique des nombres z,, etz

Partie 1l :

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormé direct(O;ﬁ;V).

Supposons que Re(a) <0 , on considere les pointsA(a)_, B(-i), C(i)et B'(1)
0,50 pt 1) Déterminer les affixes des points J etK les milieux de [ AC ]et [ AB] respectivement en fonction |

de a.

0,50pt 2) Soient r, = R(J gj etr, = R(K,gj.

Onpose A'=r,(A) et/C'=r,(C), ; soient a'et ¢’ les affixes respectifs des points A’ et C'.
Montrer que a' =z et €.=z,.

! !

0,50 pt 3) Calculer a _(1: puis en.déduire que la droite ( AB')est une hauteur du triangle AB'C’.

Exercice 4 : (8;25 points)

On considére ta,fonction numérique f définie sur I'intervalle [0;+o[ par : f (0)=1 et(¥x>0) ;

1
AN 1+ XIn? (x)

0,50 pt 1) a) Montrer que f est continue a droite en 0, puis calculerxlirgo f ( )
050pt b) Etudier la dérivabilité de f & droite en 0. (vous pouvez utiliser le résultat Iirp+ xIn? (x))

—X Inx (1+ Inx)

(1+ lenzx)g

050pt ) Montrer que f est dérivable sur /’intervalle |0;+o[ et que :(¥x>0); f'(x)=

050pt  d) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
2) Soit F la fonction numérique définie sur [0;+[ par : F(X) :J'OX f(t)dt

Et soit (C, ) sa représentation graphique dans un repére orthonormé(O;T; ]) .
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0,25pt  a) Déterminer une primitive de la fonction x — I sur l'intervalle [e;+oo[.
X Inx

050pt b) Montrer que:(Vt>e); t IntS\/1+t2In2t <2 tint.

T n(Inx) < Im In(Inx) .
FO) .

X
0,50 pt e) Montrer que (CF) admet deux points d'inflexions et déterminer leurs abscisses.

0,75pt  C) Montrer que : (Vx>e);

0,50 pt d) En déduire que : lim F(x)=-+ooet que : lim

100pt  f) Tracer(C.). (On admet que F (%j =0,4 etqueF(1)=0,5)

3) Pour tout x €[0;+o0] on pose : @(x)=x—F(x)
0,75pt a) Montrer que : Jirpw(p(x) = +oo puis étudier la monotonie de la fonction ¢ .
0,50pt b) Montrer que pour tout ne IN I'équation (p(x) =n admet une unique solution o, dans
I'intervalle [0;+oo] .
050pt  c)Montrer que :(¥n>1) ; o, >n, puis déterminer lim g,

F F
0,50 pt 4) a) Montrer que : (YneIN); 0< () < E\n) + f (n)n(Vous pouvez utiliser le TAF)

oy

. o
0,50 pt b) Calculer : lim —.
n—>+° n

Exercice 5 : (1,75 points)

arctan (n) an

arctan(n+1)

Pour tout entier naturel non nul n on pose : 4, =(

025pt 1) Vérifier que :(Vn>1); v, =’ (In(arctan(n))- In(arctan(n +1))).
(1+¢*)arctan(c)

0,50 pt 2) En utilisant le TAF montrer que : (Vn>1) (3ce|n;n+1[) ; v, =

_n2 —|']2
M Yn1
0,50 pt 3) Montrer que : (Yn=1); (1+n )arctan(n) <V, < (1+(n+1)2)arctan(n+l)

0,50 pt 4) €Galculerw, lim u,
N—+oo
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