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Exercice 1 :

Etudier la continuité des fonctions suivantes en a :
4

f(x )_COS(ﬂ'X) x<%
1) J f(1)=2 a=1
2 2
in(4x2 -1
f(x)=M SiX>1
L 2x—-1 2
[y 2x+4-32x-1+3 . 1 5
)= it varet-2 9 %72 %473

2) 1

f(EJ_E
| \2) 3

f(x)= cosx—sin(2x) . G xe”

3 | \/‘1 4sin® ()| 6 LT

() |

Correction

f(x)=—cos(ﬁx) S x<l
2x-1 2
1) | f(%)=2 a=%
sin(4x*-1) 1
(x)— (2x n )SIX>§
ona:e lim f(x)= lim (%)
1Y 17 2x-1
x—{z) x_{zj
1+t

Onpose:t=2x-1=
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Alors : x—)(%) =>t—>0

Et lim f(x)=Ilim Cos[ﬁ(lzt))

x—)( %j t—>0" t

o lim f(x)= lim

x—+(%) x—+(%)+
(sin(4x2—1) ax% -1
o a1 *ox—1

(sin(4x* -1) x(2x—1)(2x+1)J

\ 4x% -1 2x—1

2x-1

—

(sin(4x2—1)
+k 4x* -1

x(2X+1)J

4x% -1

_ sin(4x2—1) , 1Y
Et Iim [ ———~*|=1;onpose; t=4x"-1lalors x— p =>t—>0"

)
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X—=0

Et Iim(smx )=1 ; d’autre part lim (2X+1)=2
X 0y

x—| =
2

Donc | lim f(x)=2
x—)%
)
, : 1 : :
On conclut que f'n’est pas continue en — ; car lim f(X);t lim_ f(X)

o el

rf(x)_ J2X+4 =3/2x-1+3
V2X4+11—-/2x-1-2

4
f(Ejzﬁ
|'(2) 3

Pour x¢g > ona

) 1 5
| x>§ et Xx#—

N
N
<)

I
N | o

 N2x+4-32x-1+3
S V2x+11-42x-1-2

\/%Ili 4j_
G Sz s )
(2X_5)[\/2x7+111+4)_( 2xi1+ 2)
e vy,
1 1
(M+4)_(m+ 2)
e i )
(\/lel+4)_(\/?—ll+ 2)
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_6
11
8 4
1’

=£=E et f E =E
173 2)” 3
8

Donclimf(x)—f S
5 |2

X—>=
2
D’ou f est continue en >

rf(x)_ cosx —sin(2x) o 2l
- A 6
3 | \/|1 4S|n2(x)| e

e

cosx —sin(2x)

\/|1— 4sin2(x)|

__ COSX — 2C0SX SinX
B \/|1— 4sin2(x)|
_ cosx(1- 2sinx)

B \/|1—4sin2(x)|
cosx.(1- 2sinx)
\/|(1— 2sinx)(1+ 2sinx)|

Pour x;t% ;ona: f(x)=

> si x>% ; 1—2sinx < 0= [1— 2sinx| = —(1— 2sinx)

—cosx.|(1— 25inx)|

Donc f(x)=
() \/|(1—23inx)(1+ 23inx)|
1— 2sinx
= —COSKX. -
1+ 2sinx
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|

1- 2sinx
1+ 2sinx

Dol Iim+f(x)= Iim{—cosx.

A -l

T
=—C0S—.
6

> si x<% ; 1— 2sinx > 0= [L— 2sinx| = (1— 2sinx)

cosx.|(1— 25inx)|

Donc f(x)=
() \/|(1—23inx)(1+ 23inx)|
_ o 1 2sinx
4 |1+ 2sinx
Doir lim_f(x)= Iim(cosx. i"zsﬁnxJ
H(%] H[%] + 2sinx

Et (0)=0
Donc lim f(x)= lim f(x)=f(0)
-G )
Par suite f est continue en% .
Exercice 2 :
SoitneN" et aeR’
fn(x)=x”sin(%) si x#0

f.(0)=0

On considére la fonction f, définie sur R par :

1) Montrer que la fonction f_ est continue en0 .
2) Montrer que la fonction f_ est continue sur R
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Correction
1) Soitae R* et ne N*
. . [ a ol [ @ n
Pour tout xeR" ;ona: sm(—nj31<:> X sm(—n) < |X
X X
. (a
=2 x“sm(—n) <|x"
X

=0 ;alors lim

x—0

lim|x"

x—0

x”sin(%)‘ =0 ;et f (0)=0

X

Donc lim f.(x)=f,(0)

Par suite f_estcontinueen O

2) Soitae R” et ne N*

Il faut prendre en compte le fait que R* n’est pas un intervalle

. a . .
La fonction x +— — est continue sur chacun des intervalles J-oo; 0 et ]0;+oo]
X

La fonction x +>sin(x) est continue surR ; en particulier sur chacun des intervalles ]—oo;0[
et ]O;+oo[

. N . .
Donc la fonction x +— sm(—n) est continue sur chacun des intervalles ]—oo;0[ et ]0;+oo]

X

Comme composée de deux fonctions continues sur chacun des intervalles]—oo;o[ et ]0;+oo[
D ’autre part la fonction x +— X" est continue surR ; en particulier sur chacun des intervalles
J-o0: 0 et J0;+oo]
Par suite la fonction f, est continue sur chacun des intervalles ]—oo;0[ et J0;+o0f
Comme produit de deux fonctions continues sur chacun des intervalles]—oo;o[ et ]0;+oo[
D apres la question 1) f_ est continue en0 ; on conclut que f. estcontinue surRk.

Exercice 3 :

Soit ne N*

x”+3’—(n+2)x2 +n+1
—x*+1

(x” + X"t x)—l

si x>1

rfn(x)=

f(x)=

| () nx — 2
Déterminer les valeurs de n pour que la fonction f, soit continue enl.
Correction

On considére la fonction f, définie sur R par : <

si x<1

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliquessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136
IaNaNaNaN NN ANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANANAT

JSUVUVUVUUUVUVUVUUUUVUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUUUUVUUUUUVUUUUVUUUUUUUUUVUUVUUVUVUUUUVUUUUUUUUUUL
aNaNaWaNaNelaNaNaiaNaNalalaNaNaNaNelaNaNaNaNaNalaaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNaNalaWaNaWaNaNaWaWaNaWaN oW aWaWaNaWaN oW aWaWaNaNaN oW oW aWaNaNaNaW oW a Wl



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

VUUVUUUUUVUUUVUUUUUUUUUUUUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUVUUUUUUUUUUUUUTT

Pour que f soit continue en 1 ; il faut que :

(x“+x”‘1+---+x)—l

e La fonction x— soit définie enl ; donc Nnx1-2#0=>n=#2

nx—2
2
® gue X+ X" (n+2)x +nNn+1 s’annule en 1 ; Si non |Ir‘{1 _(n_zzzzi tn+l serait
infinie.
+3 2
Pour x>1 on aalors : fn(x)=x (n+22)x vn+l
-X"+1
_(x”+3—1)—(n+2)x2+(n+2)
n —x>+1
(x—l)(x”*z+x“+1+---+1)—(n+2)(x2—1)

—x251
(x 1)(( X" 4 +---+1)—(n+2)(x+1))
—(x—l)(x+1)

(n+2)(x+1) ( X" 4+ +---+1)

X+1
2 1 n+2 +1 1
Donc lim f (x)_llm[(n+ J(x+1)- ( 4 )J
x—1* x—=1+ X+1
_(n+2)(1+1)—(1”+2+1”+1+---+1)
- 1+1
n+l
2
D’autre part la fonction f, est continue en1ssi lim f.(x)=f,(1)et f, (1)=2——;
D’ou f_ estcontinue en1<::>nT+1 : ; etne N —{2}
<n(n-3)=0etne N —{2}
& [n=3]

Exercice 4 :

f.(x)=1si xeQ
f.(x)=0 si xgQ
Montrer que la fonction f, n’est pas continue sur R

On considére la fonction f, définie sur R par : {
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Correction

Soitx, e R ; on distingue deux cas :

» X, €Q

Ona: f(%)=1

Et I’ensemble Q est dense dansR ; donc (Va = R:) Uintervalle Jx, —ar;X, + of contient des

f,(t)- fn(x0)|=12%

Dot (3e>0)(Va>0)(IteR)/ [t—X|< et

nombres irrationnels t ; alors

fn(t)_ fn(xo)|2<9 ; on prend g:%

Donc f, n’est pas continue en %, € Q

» X, eR\Q

Ona: f (x)=0

Et (Va S R:) l'intervalle ]x0 =X + a[contient des nombres rationnels r ; alors

f.(r)- fn(x0)|=12%

D'oii (3e>0)(Va>0)(IreR)/ |r—x|< a et

fa(r) = f,(%)|2 & ; on prend gzg

Donc f, n’est pas continue en x, € R\Q
On conclut que f n’est pas continue sur R

Exercice 5 :

Soient a et b des réels strictement positifs

( x_(bY) .
f(x)=—E[—] si x#0
(9-X(2)

Lf(o)=9

a

On considere la fonction f définie sur R par : <

X
a
En déduire que la fonction f est continue en0 .

Montrer que (VXER*) : ‘f(x)—g <

Correction

On a pour tout xe R* : E—1< E(E)sg
X X) X
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Alorssi» x>0 ;ona: 5>0 - donc :

a a Xx) a
bl |X
:‘f(x)—gsg

>x>0;ona:§<0;donc:

Sﬁx E(E)<§x(9—l)<:>gs
a X a X a

X

Q| X
X | T

Donc (VXGR*) : ‘f(x)—g <

X
a

X
a
Donc f est continuent en 0.

Et comme lim

x—0

: - _b _b
=0 ; alors le_r)rg f(x)= aetcomme f(0)= X

Exercice 6 :

Soient a et b des réels tels que a<b et f une application de [a;b] dans [a;b]
1- On suppose que pour tout (x;y)€[a;b] ona: |f(x)= f(y)|<[x-y]
a) Montrer que f est continue sur[a;b].
b) Montrer que (30 = [a;b])/ f(c)=c
2- On suppose maintenant que pour tout (x;y)[a;b]" ona: £ (x)=f(y)|<|x-y]|
Montrer que (El!c = [a;b])/ f(c)=c
Correction
Soit (a,b) e R%et a<b
1- @) Soit x, €[a;h] ;ona: [f(x)= f(%)|<|x—x|
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f(x)= f(%)|=0=>lim f(x)=f(x,)

X—Xg

Or lim|x—x,|=0 ; donc lim

X—>Xg X—>Xg

D’ou f est continue en tout X, € [a;b]
Par suite f est continue sur [a;b]
b) On consideére la fonction g(x)= f (x)—x
f est une application de de [a;b] dans [a;b] ; donc (vXe[a;b]) ;a< f(x)<b
Doi f(x)—a=0et f(x)-b<0
Donc f(a)-a=0=>g(a)=0et f(b)-b<0=g(b)<0
Comme g est continue sur [a;b]comme somme de deux fonctions continues ; alors
d’apreés TVI ; (EIc = ]a;b[)/ g(c)=0
Cad (3ce]a;b[)/ f(c)=c
2- On a pour tout (x;y)e[a;b]  ona: | (x)= f (y)|<|x-y|
D apreés la question précédente (EIC € ]a;b[) [ f (C) =C
Supposons que ¢ n’est pas unique ; alors :(EIC € ]a;b[) | f (C) =c et (EIC' € ]a;b[) /
f(c')=c' ;etona: (c;c’)e[a;b]2 = | f(c)-f(c)
=c—c'|<[c-¢'|

<lc—c'|

Ce qui est absurde donc c est unique ; donc : (3!0 € ]a;b[)/ f (c) = C
Exercice 7 :

Soit ne N*
Soit f une fonction continue sur [0;1] telle que : f(0)= f (1)

Montrer que [ch € [0;1— 1D/ f(c,)="f (cn + 1)
n n

Correction

On considére la fonction g, définie sur [0;1]par : g,(x)= f(x+%)— f ()

: 1 . _— 1
e La fonction h: x+> x + —est continue sur R en particulier sur[o;l— —}
n n

oo

e Lafonction x+— f (x)est continue sur[0;1]
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On conclut que la fonction x > f (x+ 1) est continue sur [0;1—3} < [051]
n n

So(s)- 53 ()
() )
(20

=f(1)- f(0)=0

necessairement ils existent au moins deux valeurs g, (%) et gn(%)de signes opposées
k k

D’apreés le TVI | 3c, € 01—— /gn(C) 0
n'n

Par suite (ch € [O;l—EDI f(c,)=f (cn + E)
n n

Exercice 8 :

Soit f :IR — R une fonction telle que : V(x;y) e R? ;

1) Montrer que f est 27 - périodique.
2) Montrer que f est continue surRR .

x)— f (y)|<sinx—siny|

Correction

V(x;y)eR? ; |f(x)— f(y)|<[sinx—siny|

1) Poury=x+27 ;ona: |f(x)— f(x+2x) <[sinx—sin(x+ 27)

Et sin(x+ 27)=sin(x) ; alors f(x)— f(x+27)=0= f(x)= f(x+27)
Donc f est 2z - périodique.

2) Soit x,€R ;ona:|f(x)=f(x)|<[sinx—sinx,|

Et la fonction x — sinx est continue sur R ; alors lim sinx —sinx,|=0

X=>Xg

f(x)-f (% )| 0= lim f(x)=f(x,)

X—>Xp

Donc lim

X—>Xg
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D’ou f est continue en X, ; par suite elle est continue surRR .

Exercice 9 :
Soit ne N*

1-JJcos(kx)
On considére la fonction f, définie par : f, (x)=—"=—

X
f. admet-elle un prolongement par continuité en 0 ?si oui définir ce prolongement.

Correction

D, =R ; calculons lim f,(x)
x—0

Soit ne N" ; on pose : 4 =lim f,(x)
Ona:/—{,=lim f,(x)—lim f_ (x)

x—0

- 'X'L‘J( fo (%)= fn_l(x))
(1—]jcos(kx) ) l—lljcos(kx)

=lim

x—0 X2 )(2
\
( n-1 n
cos(kx)— Hcos(kx)
= lim| Xt k=1
x—=0 X2
.
( n-1 n-1
[T cos(kx)—cos(nx)] J cos(kx)
— Ilm k=1 k=1
x—0 )(2
\
n-1
cos(kx)(l— cos(nx))
= lim| & -
Xx—0 X
.
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—i'L@[Hcos(kx)x[l C‘”(”X)]]

[ L 1-cos(nx)) .. [ , 1-cos(nx)| n*
Et_lxlgg[lk:]l:cos(kx)j cos"*(0)=1; X_)O[—XZ =lim| n x—(nx)2 =

2 n n 2
Donc pour tout k {2;.....;n} ;ona: 4—4_1=k—2>24—4_1=2—
2 k=2 k=2 2
=h-i=, 2K
213
= —f=2 3K
213

o 1-cos(x) 1 -
Or [= le—>0—)(2 5 ; donc / = kzz:k i
iy
23
=lxn(n+1)(2n+1)
2 6
pone lim . ()= n(n+1l)§2n +1) .

Par suite f, admet un prolongement par continuité en O

n

1- ] cos(kx)

Ce prolongement est définie surR par : 3 9:(x)= k=1X2 ;Six#0
gn(O)— n(n+1)(2n+l)

Exercice 10 :

On considére la fonction définie par : f (x)= %

1) calculer sin(3x)en fonction de sin(x) pour tout x réel.
2) On admet que f admet un prolongement par continuité en 0 ; définir ce prolongement.

Correction
1) Ona: sin(3x)=sin(2x+x)
=sin(2x)cos(x)+sin(x)cos(2x)
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= Zsin(x)cos(x)cos(x)+sin(x)(1— Zsinz(x))
= 2sin(x)cos’(x) + sin(x)(l— Zsinz(x))
= Zsin(x)(l—sinz(x))+sin(x)(1— 23in2(x))
=sin(x)(2— 2sin?(x)+1- 23in2(x))
= 3sin(x) — 2sin®(x)— 2sin’(x)
=3sin(x) — 4sin®(x)

Donc sin(3x) = 3sin(x) —4sin®(x)

2) Calculons lim f (x)

x—>0

. . X . X
D’apres la question précédente on a Sln(X) = BSIn(Ej - 4S|n3(§)

sin(xS)- X %in(g)—4sin3(g)— X

X X

D’ou pour tout x#0 ;ona:

sin(x) — X

On pose | =lim f (x)=1lim /

x—0 x—0 X

x—0 X 3 t—0

[sin(g)—gj sin(t) -t
Et lim =lim e =1 ; en posant t=2
3
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D’ou le prolongement par continuité de f est definie par -
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