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Exercice 1

a b
Soit A I'ensemble des matrices s'écrivant (O a] avec a et b des entiers relatifs.

1) Démontrer que A est un anneau pour les lois d'addition et de produits de matrices.

2) Déterminer les éléments inversibles de A.

Corrigé

1) 1l suffit de démontrer que A est un sous-anneau de (Q%(R) ;+;x). Pour cela, on
remarque que :

e Acciiy(R) et 1,eA (choisir a=1 et b=0) ;

‘ a b . (a b , (a—a b-b
e Si M= et M'= , [sontdans A, alors M —M' = , |et
0 a 0 a 0 a-a

aa’ ab’'+ba’

MxM'=[ ,
0 aa

]sont dans A.

® De plus x est associative car elle I'est dans i (R).

e x est distributive par rapport & I'addition car elle 'est dans S, (IR).

Donc (A;+;x) est un sous-anneau de (Cﬂ/fZ(R)H;x) ; par suite (A;+;x) est un anneau.

! ’

a b a
2) Soit M =(0 a]inversible dans A. Alors il existe M'=[O

!

j dans A tel que

MxM'=1,.

) aa’ ab’+ba’ 10
On obtient . |= :
0 aa 0 1

aa'=1
Donc ¢ , , _etcommeaeta’sontdansZ, on doit avoir a==1, et a’'=1.
ab’'+ba'=0
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+1 b
Réciproguement, soit M e A qui s'écrit M =( 0 1] avec a=+1. Posons

0 +1
que les éléments inversibles de A sont ceux pour lesquels a=1ou a=1.

1 -b 10
M’ =( ].Alors MxM’ =(0 J =1, .Ainsi, M est inversible. On a donc démontre

Exercice 5

Soit D I'ensemble des nombres décimaux, D = {% neZke N} .

Démontrer que (D;+;x) est un anneau.
Quels sont ses éléments inversibles?

Corrigé
On va prouver que (D;+;x)est un sous-anneau de (Q;+;x). On remarque d'abord
que DcQ, puisque 1e D.

: n m -
De plus, soient x = 10F et y= 0F deux éléments de D. Alors

n m _nl0¥-mlio0 n_m _nxm : 1
T T = 6t Xxy=—x—>=——5sont clairement des éléments
10° 10 10 10° 10° 10

de D, et (D;+;x)est bien un sous-anneau de (Q;+;x).
Déterminons ensuite les inversibles de (D;+;x).

X—y=

Soit x=ik inversible, d’inversey=£k,.
10 10
Alors xx y=1<:>%=1

< nxm=10"
.On en déduit que les seuls diviseurs premiers de n sont 2 et 5, autrement dit

que n s'écrit n=42° x 5° pour(( p;q)e NZ) .

P KA

Réciproguement, soit x == et montrons que x est inversible dans D.

Ok
k

Posons y=+ T Il suffit de vérifier que y est élément de D.
X
On peut aussi écrirey ==+ 1o
P y== 2° x 54
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10% x 29 x 5P
2q+k x 5p+k

10°*d
Et on vérifie facilement que xxy=1

Il
H

Il
H

.. . . iz 2P x 51
Ainsi, les inversibles de (D;+;x)sont les éléments x = + 1;k5 ,avec((p;q;k)eNg).

Exercice 6
On considére Z[\/E] = {a+ by/2 / (asb) e ZZ} .
1) Montrer que (Z[\/E:I;+;X) est un anneau.
2) On noteN(a+b\/§)= a’ —2b°.
Montrer que, pour tous x , y de Z[\/E] ;ona N(xy)=N(x)N(y).
En déduire que les éléments inversibles de Z[\/E] sont ceux s'écrivanta + b~/2 avec
a’—2b° ==1.
Corrige_

1) |l suffit de prouver que (Z[\/E] ;+;x) est un sous-anneau de(R;+;x).
Ona:

:\/5: est stable par la loi + : (a+b\/§)+(a’+b'ﬁ)=((a+ a’)+(b+b’)ﬁ)
Et ((a+ a’);(b+b’))eZ2 .

J2 | stable par la loi x : (a+bﬁ)x(a’+b'ﬁ)=((aa’+2bb')+(ab'+a'b)ﬁ)

Et ((;la’ +—2bb’) ;(ab’ + a’b)) eZ’.
:\/5: stable par passage a I'opposé :—(a+ b\/E) =—a+(-b)V2.
Et (—a;—b) e 7?

» De plus, 1e Z[\/E],pour a=letb=0

\/
N

v
N

\ 4
N

Donc (Z[\/E];ﬁx)est un sous-anneau de (R;+;x)

2) Posons x=a+b+/2et y=a'+b'y2.
En tenant compte de la formule pour le produit obtenue a la question précédente, on a :
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N(xy)=(aa’+ 2bb’)2 —2(ab'+ a’b)z.

= (aa')’ —2(ab")’ —2(a’b)’ + 4(bb')’
D'autre part,
N(x)N(y)= (a2 — 2b2)(a’2 — 2b’2)
= (aa')’ —2(a’b)’ —2(ab’)’ + 4(bb')’
=N(xy)
Donc pour tous X, y de Z[\/E] ,ona N(xy)=N(x)N(y).

Soit x=a+b/2.

Supposons d'abord que x est inversible, d'inverse y.

Alors N(xy)=N(1)=1, etdonc N(x)N(y)=1.

Puisque N(x)et N(y)sont tous les deux des entiers, on a nécessairement N (x) = 1.

Réciproquement, si N (x) =+1, alors, en utilisant la quantité conjuguée :

1 a—bx/z
= =+({a—-bv2
a+by2 a?-2b’ ( [)

ce qui montre que a+ b/2 est inversible, d'inverse i(a— bﬁ) :

Exercice 9
Soit p un nombre premier. On note Z , = {% / (a;b) €ZXZL ;pAb =1}.

1) Démontrer que (Zp;+;x) est un sous-anneau de ((@;+;x).

2) Démontrer que pour tout nombre rationnel non nul x, alors xeZ jou x'el .
3) Soit (B;+;x) un sous-anneau de (Q;+;x) contenantZ .

Démontrer que B=Q ouque B=7,.

Corrige
1) On remarque d'abord que
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> 1eZp

» Soit ensuite x =% ety =§ deux eléments deZ ;. Alors puisque pab=1et pad =1

,ona pabd=1.
a ¢ ad—bc a Cc ac
Mais puisque =——— =—x—=—/_ 0na(x— Zet X 7,
is puisque x—y = 54 b Xy = bxd > ( y)e (y)e

Ainsi, (Zp;+;x) est bien un sous-anneau de(Q;+;x).

2) Soit x = % e Q, x=#0, écrit sous forme irréductible.
SixeZ,, c'estfini. Sinon, c'est que p\b (rappelons que p est premier) et puisqueaAb =1

,ona paa=1.Ainsi, x‘1=§eZp.

3) On suppose que B#7

Soitxe B\Z . Alors x s'écrit x = a:

n—1,

En particulier, on sait que y = P

eZ, < B, et puisque B est un sous-anneau,

1 : 14 1
Xy = B € B. Prenant les puissances de cet élément, on a ? € B pourk >0.

Finalement, considéronsr e Q;r #0.

On peut écrire r=ﬁ, avec pad=1

Alors r=£ximeB (Car Eech(Qg etime B).
d p d P

Donc Q< B ; par suite B=Q
D’ou si (B;+;x) un sous-anneau de (Q;+;x) contenantZ, ; ona B=Q ouque B=7.
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