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Série n°3 «Exercices sur Dérivation » Terminal S

E

Exercices 1 : Calculer rapidement des dérivées avec des produits et des puissances

Calculer la dérivée de la fonction f définie sur R par : f(x)=(2x —3)4 (l— x2)7
Correction
f est derivable sur R comme fonction polynomiale ; et pour tout xeIR ;ona:

(%)= (209" (1- ) +(2x-3)"(1-x7)')
:4><(2x—3)'(2x—3)3(1—x2)7 +(2x-3)" < 7x(1- xz)’ x(1-x%)
= (2x-3) (1-x2) (4% 2(1-x*) +(2x~3)x T x (-2x))

6

=(2x-3)’ (1— x2)6 (8—8x2 —14(2x2 —3x))
= (2x-3)°(L-x?)’(-36x° +42x+8)
=2(2x-3)°(1-x*) (18% —21x - 4)

:_2(2x—3)3(1‘Xz)s(”%j(x_gj

xercices 2 : Calculer des dérivées avec des racines

m

On considére la fonction f définie sur [-1;2] par : f (X)=v-X*+x+2
1) Justifier que f est dérivable sur]-1;2][ .

2) Pour tout x € |-1;2[, calculer f'(x).

Correction

1) la fonction u: x> —x* + x+ 2 est dérivable sur ]-1;2[ et u(]-1;2[) = }0;%[

m

t v:its/t estdérivable sur }0;%[ ; donc f est dérivable sur]-1;2[ comme composée de

deux fonctions dérivables.
2) Pour tout xe |-1;2[,Ona: f’(x):(\/—x2 + x+2) .
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(—x2 + X+ 2)’

20=X2+ X+ 2

o =2x+1
=X + X +2

Exercices 3 : Dérivée de u" - démonstration du cours

On rappelle que : Si u et v sont deux fonctions déerivables sur un intervalle |
la fonction(u x v)est dérivablesur |

=
o
=
w

’
(u xv) =u'xv+uxVv
Soit u une fonction dérivable sur |I.

1) Démontrer que u’est dérivable sur | et déterminer (u”) .

2) Démontrer que u®est dérivable sur | et déterminer(ug))' :

3) Quelles conjectures peut-on faire pour la dérivée de u" ?
4) Démontrer ces conjectures.
Correction

1) u®est dérivable sur | comme produit de deux fonctions dérivables sur | et on a :

4 '

(uz) =(uxu) =u'xu+uxu’=2uxu’.

2) de méme u® est dérivable sur | comme produit de deux fonctions u® et u dérivables sur
! !

letona: (u®) =(u®xu)

!/

:(uz) xU+Uu?xu’

=2uxu’ xu+u’xu’

=2u’xu’ +u’xu’

=3u’xu’

3) On peut pour tout n € N conjecturer que la dérivée (u”) =nu'u™*

4) On démontre cette conjecture par récurrence : (VneN) ; (u”) =nu'u™*
Initialisation

Pourn=0 Ona: u® est une fonction constante donc(uo) =0 et (uo) =0xuu"t=0
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D’ou la proposition est vraie Pour n=0
Hérédité
!/ !

Soit ne N ; supposons que (u") =nu'u" et montrons que (u"*) =(n+1)uu’

1 ! !/
Ona: (u”+ ) :(u” xu)

!
:(u”) xu+u"xu'

7 ,n-1

Et d’apres [’Hypothese de récurrence (u”) =nu'u

Donc (u”“)' =nuu™xu+u"xu’
=nuu" +u"xu’
=(nu"+u")xu"
=(n+1)u'xu" (CQFD)

Conclusion

(VneN); (u”)' —nu'u™*

Exercices 4 : Probleme de déerivabilité avec des racines
1) Soit f la fonction définie sur [0;+oo[ par : f (x) =Jx.
Justifier que f n'est pas dérivable en 0.
2) Soit g la fonction définie sur [0;+oo[ par: ¢ (x) = xJ/X . Justifier que g est dérivable en 0.
Correction

[l a1 2| cafl ol a1 caff ) a2l carl a1 ca(f Al ol a0 (] o ca o a  ca  ca ca a  ca ca  ca ca ca ca

1)Ona: lim fx)- f(O): lim—.

x—0" x—0 x->0" X
= |Imi:+oo
-0 /X
Donc fn’est pas dérivable en 0.
»ona: lim 3900 _ im X9
x—>0" x—0 x->0" X
= limv/x =0

x—0*

Donc g est dérivable en 0 etg’(0)=0 .
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% Exercices 5 : Variations d'une famille de fonctions

& Pour tout entier n>1, on note la fonction f. définie sur R par : f.(X) =(x2 - 2x)n.

El . . L. .

& 1) Determiner les variations des fonctions f. selon les valeurs de n.

N . . . . :

m 2) Demontrer que toutes les courbes representatives des fonctions f, passent par 4 points

E ) N\ ] 4 4 7
w fixes, c’est a dire dont les coordonnées ne dépendent pas de n. Donner les coordonnées de
g ces 4 points fixes.

(] .
o Correction
N

s (¥xeR) ; fn(x):(x2 —2x)n

1) f est dérivable sur R ; et pour tout xeR ona: f;(x)=n(x"—2x)(x* - 2x)n_l
=2n(x-1)(x* - 2x)n_1
Donc si » n est impaire alors f,(x)est du méme signe que (x—1) ; d’ou f, est
décroissante sur |-oo;1] et croissante sur [1;-+oo
» n est paire alors f,(x)est du méme signe que (x—1)(x* —2x)=x(x-1)(x-2)

d’ou le tableau de signe de f(X)

X —00 0 1 2 +00
X — 0 +
(x-1) — 0 +
(x—2) — )+
f/(X) — 0 — 0 +

f, est décroissante sur ]—oo;2] et croissante sur [2;-+oo

[l a8 2§ cafl a2 8 ol call o ca Wl o o (Al o o i ca ol ol cal ol o ) catl o ol caf caf oy i o

2) toutes les courbes représentatives des fonctions f_passent par 4 points fixes, ceci veut
dire que I’équation f,(x)=aadmet 4 solutions indépendamment de n

Donc on résout les équations (x* — 2x)n =0 ou (x* - 2x)n =1

S Do x2—2x=0 ou (x2 —2x)n =1

S Dol x=0 ou x=20u X2—2x=10u X’ —2x=1
E Do x=00u x=20u xX*-2x-1=0

E Do x=00u x=20u X*-2Xx+1-2=0
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= ‘ )

%D’ou x=0 ou x=20u (x—l) -2=0

gD’oa x=0 ou Xx=2o0u ((x—l)—ﬁ)((x—1)+ﬁ):0

S
Dot x=00u Xx=20u Xx=1++20u x=1-~/2

S . : : L :
& On conclut que les courbes représentatives des fonctions f, passent par 4 points fixes qui

M sont A(0;0) ; A (L0); As(l—\/i;l) etA4(1+\/§;1)

B @D

B Exercices 6 : Tangente passant par un point donné

B @D

£ On considére la fonction f définie R par : f (x)=+/x*+3 eton note (C) sa courbe

& representative.

w 1) Justifier que f est dérivable sur R et calculer sa dérivee.

% 2) Existe-t-il une tangente a (C) passant par le point A(l;O)? Justifier.
= Correction

S - . : .
= 1) festdérivable sur R comme composée de deux fonctions dérivables sur R et pour tout

2 !
xeR ;ona: f'(x) (¥ +3)

X)=——2
24x% +3
2X

- 24/x% +3

X
N

& 2) I’équation d’une tangente a (C) passant par le point (xo; f (xo)) est :

’

Y= £(%)(X=%)+ f (%)

Donc cette tangente passe par A(l;O) ; si les coordonnées de A vérifient cette équation ;

Sdoi: 0= /(%) (1—%)+ f (%)

X, 2
——(1-X,)++/%X " +3=0
,/x02+3( o) F %

X — %{ + K +3 o

X +3

Donc X, =-3

On conclut qu’il existe une tangente a (C)au point d’abscisse X, =-3 passant par le point
(1,0).

(Al a8 2§ cafl ) Al ol cal o o caf a1 e

O
o
S
o

)
b
S

>
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% Exercices 7 : Etude des variations d'une fonction

S 3
- : i 1-x

& On consideére la fonction f définie sur R\{0} par : f(x)= Q

S X

g Etudier les variations de la fonction f.

N .
w Correction

S
& f est dérivable sur R\{O} comme quotient de deux fonctions dérivables sur R et pour tout

) ((1— x)3)’ X2 — (1~ x)g(xz)'

xeR\{0} ;ona: f'(x)= (xz)z

3(1- x)2 X’ —2x(1- x)3

_ —(1- X)Z(x+ 2)
_ (1- x)2 —(x+2)

X
X X

Donc f'(x) est du méme signe que # ; d’otl le tableau de signe de f'(X)

X —00 —2 0 +00
X — P +
—(x+2) + (P —

f'(x) — (P + ( —
Donc f est croissante sur [-2;0] et décroissante sur chacun des intervalles ]—oo;—2]et
[Q+w[
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