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Série n° 48 «Ffude de fonction logarithmique » Zéme Bac Sc.Maths
QM@%W% Année scolaire 2020/202 1
Exercice 1.
. . e . In(1+x)
Soit f 1a fonction définie sur l'intervalle[0;+oo| par - f (0)=1et f (x) = ; pour tout

x>0, et soit (C ; ) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i ])

1. Montrer que f est continue a droite en0.

2 2 3
X

2. a) Montrer que pour tout x [0;+oo[on a - x—X?S In(1+x) < X—X?+§

b) Etudier la dérivabilité de f en x, =0, puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

3. Soit h la fonction définie sur [0;+oo[ par : h(x)= li —In(1+x)
+ X

a) Etudier le sens de variation de h, puis en déduire le signe de h sur [O; +oo[

b) Montrer que (VXE]O;+oo[); f'(x):@

¢) Dresser le tableau de variations de f.
4. Représenter (C f) dans le repére(o;f; ])
5. a) Montrer que f est une bijection de[O; +oo[ vers un intervalle | a déterminer
b) Montrer que f *est dérivable en et calculer( f ‘1), (1)
C) Représenter (Cf_l) dans le méme repére(O;T; ])

Exercice 2.

L Soit ne IN”

On considere la fonction h, définie sur |-1;+oo[ par : h, (x)=nln(1+x)+ X
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1. Ftudier les variations de h,

%

- 2.En utilisant la valeur de h (0), déterminer le signe de h, (x)sur l'intervalle |-1;+o0]
IL A tout entier naturel n non nul, on associe la fonction f_définie sur ]—1; +oo[ par .
f.(x)=x"In(1+x); et soit(C, )sa courbe représentative dans un repére orthonormé
(0:1:7)

1. Etudier les branches infinies de (C,).
2. a) Pour tout x e |-1;+o0[ , vérifier que . f/(x)=h (x)etque Yn>1; f/(x)=x""h, (x)

b) Dresser le tableau de variations de f .
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3. Etudier la position relative de (C,,) et (C,).

C,) et (C,) dans le repére orthonormé(O:i: ).
1 2 .I
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Exercice 3
L Soit g la fonction définie sur IR™ par: g(x)=2x°-1+2In|]
1. Calculer lim g(x) . leﬂgg(x) et lim g(x)

X—>—00 X—>+00

2. a) Calculerg’(x), pour tout x e IR™.

b) Dresser le tableau de variations de g.

3. Montres que I'équation g (x) =0 admet une unique solution ¢ e }% ;J_[.

4. Etudier le signe de g(x)sur IR™.

In|X

XZ

Soit (Cf )la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; i; ])

IL Soit f la fonction définie sur IR” par . f(x)=2x—

1. Calculer lim f (X) , puis interpréter géométriquement le résultat obtenu.

x—0

2. a) Calculer lim f(x) et lim f(x)

X—>—00 X—>+00

b) Etudier les branches infinies de (Cf )
c) Etudier la position relative de (C . )et la droite (D) d'équation y = 2x .
3.a) Calculer f'(x), pour tout x e IR

b) Dresser le tableau de variations de f

1
2a
d) Représen’[er(cf ) (on prend « =0,85)

c) Montrer que : f(a)=3a———

IIL. Soit m un réel supérieur al.
1+Inx
X

1. Montrer que la fonction H définie sur [1; +oo[ Par. H :x— — est une primitive de i

Inx

fonction h définie sur [1;+oo[ Par. h: x> —-
X

2..a) On désigne par A(m)l'intégrale . Lm| f(x)- 2x|dx . Calculer A(m)
b) Déterminer lim A(m).

xercice 4 - Session de Rattrapage 2018
oit f la fonction définie sur l'intervalle [0;+oo[ par: f(0)=0et f(x)= \/;(In X)2 ;81 x>0 .

tr
5005650508500 50500505650 50850 5 5 50005650 50 S S 050505050 5 S S 550505650 5 S 550505085050 S 505050350850 S e 50050350850 508550 50050850850 0 S 5 5o 50 50

C, )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i; I) (Unité 2m)

—_—~ n

. a) Montrer que f est continue a droite de 0.

003080083080085080800 2083030850850 00 00800830850800 00 0080800830830800800 0 60800800830800800800808008308308508008 00800 008308308008008 008 0808008308008008 008 080080083085080080080080800830830800800800808008008308008008008008003008%
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X

_f(x . , e ,
b) Calculer lim f (x)et lim L puis interpréter gé¢ométriquement le résultat obtenu

e

e

e
X—>+00 D ¢ <0

&

2. a) Etudier la dérivabilite de f a droite en0, puis interpréter gcometriquement le resultat :
Obtenu. :

b) Montrer que f est dérivable sur]O; +oo[ et calculer f ’(X) , pour tout x e ]O; +oo[. X

<
<

2
c) Etudier les variations de f sur ]0;+oo[ .en déduire que :(Vx S ]0;1]) :0<+/x (In X)2 < (gj .

d) Représenter la courbe (C f) dans le repére (O;T; ])
f(t)dt.

3. Pour tout x >0, on pose : F(X):J-l

X

a
b

Montrer que F est dérivable sur [0; +oo[ .

N— S

Calculer F'(x)pour tout x>0 ; en déduire les variations de F sur [0;+o0| .

4. a) En utilisant une intégration par parties, calculer : | (x) = J-l\/f Int dt, pour tout x>0.
b) Montrer que : Vx>0 ; F(X):—éxﬁ(ln x)2 +§X&Inx—%x\&+%
c) En déduire, encm?, l'aire du domaine délimité par (C \ )et les droites d’é¢quations

Xx=0, x=1et y=0.

1
5. Pour tout entier naturel non nul n, on pose : u, = I f (X)dx
n

a) Montrer que la suite (un ) est bornée et strictement croissante. .
b) Montrer que (un ) est convergente et calculer sa limite.

Exercice 5 -Session Normale 2018

L. a) Montrer que : VX>0 ; onlt—t dt :x—ln(1+ X)
+

1+t 0 1+\/J
1 Sx—In(l+x)££
2(1+x) x? 2

¢) En deduire que : VX e ]O;+00[ ;

. . X=In(1+x
d) Déterminer lim #
x—0" X

, e f(x)=X—+1In(1+x) ;six=0
IL Soit f la fonction définie sur [0;+oo| par - X

£(0)=1

0G0030083083085080000 0083083083080 00008008308308308008008080800830830800800 08 0808308508008008 0 08308308008008 008 08008008308308008008080800830830800800800808008308308008008008080083008308008008008 008000008

1. Montrer que f est continue a droite en 0.

g 2. Montrer que f est dérivable a droite en 0 (utiliser le résultat de la question( I- 1.d))

s

. f(x . , : ,
3. Calculer lim f( x)et lim ( ) ; puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

X—>+00 X—>+00 X
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4. a) Montrer que f est dérivable sur ]0;+oo et que - (VX S ]0;+oo[); f'(x)= w b E

En déduire que f est strictement croissante sur l'intervalle [O; +oo[
¢) Vérifier que. f ([O;+oo[) =[1;+o0[
5. Représenter (Cf ) :
IIL 1. Soit g la fonction définie sur |0;+oo] par: g(x)= f (x)—x
1
2
b) En déduire que g est strictement décroissante sur]O; +oo[ , puis montrer que:

g (]0;+oo] ) = 0]

c) Montrer que I'¢quation f (x)= x admet une unique solution ¢ sur l'intervalle |0;+oo

a) Montrer que - (VXe]0;+oo[); 0< f'(x)<

2. Soit a e ]0;+o0]
On considere la suite (u, ) définie par . u, =a et u,,, = f (u,). pour toutn e IN.
a) Montrer que : (VneIN); u, >0

b) Montrer que (Vn c IN) ; |u

1
n+l _a| SE|un _a|

c) Montrer par récurrence que : (Vne IN); u, —a| < (%) lu, — ¢

d) En déduire que limu, =«

N—+o00

Exercice 6
X

V2 -In%x

t (Cf )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i ])

Sait f la fonction définie par . f (x)=

—_ I

-a) Déterminer D, le domaine de définition de f
b) Calculer les limites de f aux bornes de D,
c) Etudier les branches infinies de (C . )

2. a) Calculer f'(x), pour tout x e D,

)
b) Dresser le tableau de variations de f.

3. Donner une équation cartésienne de la tangente (T ) a (C . )au point d'abscisse e.

4. Représenter(cf )dans le repere orthonormé (O; I; ]) (On prend||f|| =2cm)
5. Résoudre dans IR I'inéquation f (x)<x
II- Soit (u,)la suite définie par: u, e IR et u,,, = f (u,). pour toutne IN.

1. Montrer que (un ) est constante deux pour valeurs du terme Me a déterminer

0030830830800850808 0020830308300 00 00800830850800 00 0080800830830800800 0 08008008308008008 008 08008308308508008 00800 08308308008008 008 0808008308008008 008 080080083080080080080080800830830800800800808008008308008008008008 000088
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2. On prend. U, e}l e[
e

a) Montrer que :(Vn e IN); %S u,<e

b) Montrer que (un ) est décroissante

c) En déduire que (u,)est convergente et déterminer sa limite.

tr

xercice 7- Rattrapage 2016-

est un entier naturel non nul.

=

On considere la fonction f définie sus l'intervalle |0;+oo] par . f, (X

t (C )la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O i; I)

—_

a) Ftudier les deux branches infinies de (C, )
b) Etudier les variations de f_sur ]0; +oo[, puis dresser son tableau de variations.
c) Représenter (C,) dans le repére(o;f; ])

. Montrer que la fonction f, est une bijection de ]0;+oo[ vers IR .

W N
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a) Montrer que pour tout entier n >1,il existe un réel unique o, € ]0;+o0| tel que - f, (0) =0

% MM%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&0 Gog9adedsadiodsad ediodiodsadiodiodsadiadodiodsad edbodiodsadiediodindbadiodiodsndbadbadiodsndbediodiodsads

<
b) Comparer f (x)et f . (x)pour tout x & ]0;-+oof ¢
¢) Montrer que la suite(an )M, est croissante. g
P X
4. a) Montrer que - (VXe]O;+oo[); Inx<x g
b) Montrer que nILrI!O o, =+ %
* 1 Oni1 XX
5. Pour tout ne IN", on pose : In:—f f,(t)dt )
A R oA X
a) Montrer que . (Vn S IN*) (3c, elayia,,])s 1, =1, (c,) %
b)Montrerque:(VnelN );OSInS— %
X
6¥1+1 XX
c) Déterminer lim |, g
N—+00 ><><
Exercice 8 - Session ordinaire 2015, g
—w\ X
: e f(x)=x(1+Inx)* ;six> g
L Soit f la fonction définie su [0;-+oof par - (x)=x( ) isix>0 g
f(0)=0 %
- X
Et (Cf )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i ) g
| X)L , %
1. Calculer lim f (x) et lim ——=, puis interpréter gé¢ométriquement le résultat obtenu. g
X—>+00 X—>+00 X
2. Montrer que f est continue a droite en x, =0. g
. f(x . , e ,
3. Calculer lim (—) puis interpréter g¢ométriquement le résultat obtenu. %
x—»0" X
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2 4. Calculer f '(x) pour tout x>0, en déduire que f est strictement croissante sur [0; +oo[ :

5. a) Montrer que la courbe (C . )admet un point d'inflexion I d'abscisse ™7
b) Etudier la position relative de la courbe (C ; )et la droite d'équation y = x

6. Représenter (Cf ) (on prend et~ 0,4)

RO 20K 50K XK X0 >

< IL Soit la suite (u,)définie par. u; =e™ et u, = f (u,) ; pour tout ne IN

<

- 1. Montrer que - (Vne IN); e’<u <1

2. Montrer que la suite (un ) est croissante, en déduire qu'elle est convergente

< .
~3.0npose limu, =1

N—+00
a) Montrer que : e ' <1<1

b) Déterminer la valeur de | .

I1L Soit la fonction F définie sur [0;+oof par - F(X)= LX f(t) dt.

1. a) Montrer que la fonction H : X > —% x* + % x*Inx est une primitive de la fonction h

définie Par: h:x— In_2X sur 0;+oo] .
X

2
b) Montrer que - (Vx>0) ; ["tIn?(t) dt :%Inz(x)—jl tin(t) dt

c) En déduire que pour tout x>0; on - F(Xx)=-=+>x —EX2 In(x)+%x2 In?(x)
2. a) Montrer que F est continue sur [0;+oo[
b) Calculer lim F(x). en déduire Il f (x) dx
x—0" 0
Exercice 9
oit f la fonction définie par . f (x) =xlIn (\/; —1)2

S
(Cf )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i; I)

5050 5 50 56 50 56 50 56 0 56 0 56 10 56 10 56 0 56 0 56 0 56 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 500 50 500 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50 50

. Déterminer D, le domaine de définition de f; puis calculer les limiter de f aux bornes de D

—h

2. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.
3. a) Calculer f'(x) , pour tout x e D,

b) Etudier le signe de f'(x)sur]0;1[.

4. Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par: g(x)=Inx*+ 1 +1
X

a) Dresser le tableau de variations de g.

)
b) Déterminer le signe de g(x)
c) Montrer que : (Yx>1); f'(x)=g (\/; —1)

X030030083085033085080850850850 d0850850 0508508508508 08808508 udbd0da8 udbg0dadudade xdbdgeded udiodiedhadodbasadiododiodsed odbadiedsadodbadsediodiods

d) Dresser le tableau de variations de f
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5. Montrer que (C ; )admet un point d'inflexion d'abscisse supérieur strictement a 1. .

6. a) Etudier les branches infinies de (Cf )
b) Donner une ¢équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf )au point d'abscisse x, =4. ’

7. Représenter (C . ) dans le repere (O;T; I)

ORI 20K 50K XK 50K 0K XX

* Exercice 10 -Rattrapage-2014

L Soit f la fonction définie sur ]0;+00[ par - f (x)= _Inx

N

C, )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i ]) (Unité 1cm)

p— A~

. Calculer lim f (x)et lim f (x).puis interpréter géométriquement les deux résultats

x—0" X—>+00

obtenus.
2.Calculer f ’(x) pour tout x e ]0; +oo[, en déduire les variations de la fonction f sur ]0; +oo[
3. Pour tout ne IN", on considére la fonction g définie sur ]0;1 par: g,(x)= f(x)—x"

a) Montrer que En est strictement décroissante sur I'intervalle ]0;1[

n
n

b) En déduire que pour tout entiern >1 , il existe ¢, € ]O;l[ unique, tel que : f (an) =
¢) Montrer que : (Vn € IN*) 300 (1) <0
d) Montrer que la suite (an )est croissante, puis en déduire qu'elle est convergente.

4. Onpose lim ¢, =1

a) Vérifier que : 0<¢g, <1<1
b) Vérifier que - (Vn S IN*) ; h(a,)=na," (avec h(x)= —% + W

) Montre que | =1
d) En déduire que lim (a,)" =0

N—+0

IL. 1. a) Etudier le signe de I'intégrale J.: f (t) dt pour tout x e ]O; +oo[.
b) En utilisant une intégration pas parties que :(Vx > 0) ; j Xl f(t)dt=4- AJx + 2:/xIn
¢) En déduire, en cm?l'aire du domaine délimité par la courbe (C ; )et les droites
d'équationsx =1 ; x=e’et y=0.

n
2.0n pose : u, :EZf[Ej;pour tout ne IN
ne \n

a) Montrer que pour tous entiers naturels n etk telsque: n>2 et 1<k <n-1;ona.

k+1
lf(ﬂ)g knf(x)dxslf(Kj
n n

n n n

b) Montrer que pour tout ne IN";on a . ﬁ f(t)dt<u S% f (lj+ﬁ f(t)dt

n

0G0g5ed3008508508 0850850850 db05085e 08508 0dud0850 dbud085eS udiggoda udbdedtad udiade xdbadiadedudiodiodad udbadaodiodtodiadsadbodbadiodsed odbadsdod bodbadsodiodtodiodsed odadiedsads
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¢) En deduire que limu, =4

N—-+00

K

Exercice 11 -Ordinaire 2014.

L Soit f 1a fonction définie sur l'intervalle [0;+oo[ par:

1. Montrer que f est continue sur [0;+oof

2.Etudier le signe de f (x)sur l'intervalle [0;+oo

3. a) Montrer que :(Vx > 0);; f (lj =—f(x)
X

b) Montrer que f est dérivable sur l'intervalle]o; +oo[ .
4. a) Montrer que - (EIC e ]0;1[) ; f '(C) =0

b) En déduire que - (EIC S ]0;]{); f ’(%j =0

IL. Soit F la fonction définie sur [O; +oo[ par. F (x) = IOX f (t)dt
et (C. )sa courbe représentative dans un repére orthonormé(O; i ])

2
1. Vérifier que : (Vx> 0); %Sl X ~<1
+ X

2. Montrer que : (VX >0); F(l)—%lnzxg F(x)< F(l)—%lnzx

3. Calculer lim F (x)et lim ——2%, puis interpréter géométriquement les résultats obtenus

X—>+00 X—>+00 X
4. a) Montrer que F est dérivable sur I'intervalle [0; +oo[ , puis calculer F'(X).
b) Etudier les variations de F sur [0; +oo[.
5. a) Vérifier que : (‘v’t € ]O;+oo[) ; —tint<e
1

b) Montrer que : (Vt S [0;+oo[) ; F(t)< .

c) Vérifier que : (Vx & 0;+o0[ ); F(X) <X

IIL. On considére la suite (u, ) définie par . u, € ]0;4[et u,,, = F(u,). pour tout ne IN.
a) Montrer que : (VneIN); u, €0,
b) Montrer que (un ) est décroissante et en déduire qu'elle est convergente.

¢) Calculer lim u,

N—+c0

Exercice12 - Rattrapage 2013

R oo
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1 .
f(x)= — ;six>0
I Soit f 1a fonction définie sur 'intervalle [0;-+oo| par: 1+(xInx)
f(0)=1
et ( )sa courbe représentative dans un repere orthonormé(o; i ])

a) Montrer que la fonction f est continue a droite en0, puis calculer lim f (x)
X—>+0
b)

Etudier la dérivabilité de f a droite en0
c) Montrer que f est dérivable sur l'intervalle |0;+oof et que (Vx> 0); ¢ (x)= —xInx.(1+Inx)
3

(1+(x|n x)z)E

<
<
<
<
>
S
S
S
S
>
S
S
S
S
S
S
S
S

d) Dresser le tableau de variations de f

I1. Soit Fla fonction définie sur [0;+oo[ par : F(x)= '[ f (t)dt

Et (C.) sa courbe dans un repére orthonormé (O i; I)

1. Déterminer une primitive de la fonction x -

sur intervalle[e;+oof
xInx

2. Montrer que - (VtZe);tInt<w/1+ tint)” <v/2(tInt)

3. Montrer que pour tout t >e ; — In InX <j <In InX

1/ tlnt

4. En déduire que : lim F(X):+ooet lim iX):O :

X—>+00 X—>+00 X

5. Montrer que (CF )admet deux points d'inflexion dont on déterminera les abscisses
6. Représenter (C..) (On prendra F(1)=0,5 etF (%j =0,4).

IIL Pour tout X €[0;+oo[, on pose : ¢(x)=x—F(x)

1. Montrer que lim ¢(x) =-+oo, puis étudier les variations de ¢.

X—>+00

a, € [0;+oo[
3. Montrer que : (‘v’n S IN); a, >n, puis calculer lim e,

n—+w

4. a) Montrer que =(Vne IN*); 0< F(a”) < F(n) + f(n)

Q, n

b) Calculer lim %y

n—>+ N

Exercicel3 - Normale 2013
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<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<
<P
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
g
2. Montrer que pour tout entiern e IN ,l‘équationgo(x) =n admet une unique solution g
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
3
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< _ %
5 o h(x):x—1 ;six>1 g
zLSmHﬂaﬁmdwndﬁmwsmﬂL+whmn xInx s
é h (1) =1 ¢
: 1. a) Montrer que f est continue a droite en x, =1. %
E b) Montrer que : (VX>1); Inx<x-1 E
. ¢) En déduire la monotonie de h sur | 1;+o0| . ¥
S 2. a) Calculer lim h(x) , puis dresser le tableau de variations de h. 5
. X—>+00 %
% b) En déduire que : (Vx>1); 0<h(x)<1 5
X * it :
5 : N g(X)=I ;s x>1 %
« II. Soit g la fonction définie sur [l; +oo[ par - X \/f Int X
E g(1)=In2 E
Kt (Cg) sa courbe dans un repére orthonormé (O i;]) %
< <
S e X dt &
1. a) Vérifier que: (Vt>1); | ——=In2
A aue: (V1) ], Tt X
< <
< <
& b)AAonﬁerque:(Vt>1) —In2= I 4
S Int $
¢) Montrer que : (Vt>1) ; —In2= ———m
2. a) Montrer que pour tout t >1 ;ona- (t —\/t_)h(t) <g(t)—-In2 S(t —\/f)h(\/f) )
X XX
. b) En déduire que la fonction est dérivable a droite en x, =1. )
X X
_ X
§ c) Montrer que : lim g(x)=+wet lim M:O %
X—>+00 X—>+0 X
% A . o) (o) L 9
3. a) Montrer que g est dérivable sur |1;+oo[ et que : (VX e +oo[) ; 9'(x)= Eh(&) X
X XX
X XX
g b) En déduire que :(VX € ]l; +oo[);0 < g’(x) < % ;puis dresser le tableau de variations de g. g
X XX
. c)Représenter (Cg ) )
X XX
- IIL 1. Montrer que la fonction k: X+ g (x)—x+1est une bijection de[1;+o0[ vers |-w0;In2]. %
g 2. En déduire qu'il existe un réel unique ¢ e ]1; +oo[ tel que .1+ ¢ (a) =a E
X XX
g 3. Soit (U, ), la suite définie par . 1<u, <eet u,,, =1+g(u,). pour tout ne IN. g
% a) Montrer que - (‘v’nelN);lSun<a %
g b) Montrer que (U )nZ est une suite croissante. g
i% QAMMWMWGNJ est convergente et que limu, =« E
g n> N—>-+0 g
% d) Montrer que : (VneIN); |un+1—a|S§|un —a| %
z www.guessmaths.co ~ E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com whatsapp : 0604488896 @%
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1 n
e) Montrer que : (VneIN) ; |u, — < (Ej lu, — |

f) En déduire une deuxieme fois que limu, =«

N—>+o0

Exercice14 — Rattrapage 2011
Soit f la fonction définie sur |0;+oo] par : f (x)=x+Inx
(C ; )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i ]) (l'unité Icm)

L. Calculer lim f (x) ; lim f(x) ; lim M:Oet Iim(f(x)—x)

x—0*" X—>+00 X—>+00 X X—>+00

2. a) Dresser le tableau de variations de f.
b) Montrer que la fonction f est une bijection de I'intervalle |0;+oo[ vers un intervalle J a

déterminer ;puis dresser le tableau de variations de la fonction f™

3. Calculer f(1)et f(e). puis construire les deux courbes (Cf )et (C fl)

e+l
4. a) Montrer que :L f(x)dx=1 (Poser t=f*(x))
b) En déduire l'aire du domaine délimité par (Cf ) I'axe des abscisses et les droites
d'équations : x =1, x=e+1let y=x.
5. On considere ['équation (En) ‘X+Inx=n avec neIN".
a) Montrer que I'équation (En ) admet une solution unique x,

b) Déterminer la valeur de x, puis démontrer que lim x, =-+o0.

nN—+w

)
a) Montrer que - (Vn c IN*); f (x,)< f(n) . puis en déduire que :(Vne IN*); X, <n
)

SE

b) Montrer que : (Vne IN*); n—In(n)<x,

c) Calculer lim X~ et lim K
N—>+o0 n N—>+00 n_|n(n)

Exercicel5 — Rattrapage 2010

1 :
f(X)=———— ;si 0<x<1
L Soit f la fonction définie sur [0;1]par . 1-In(1-x)

F(1)=0

(C . ) est la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (O; i ]) (Unité : 2 cm)

1505035035085085035050450850508505033050850350508505085035050450050504305035050050635050504505033085050450503505085045050350508504505035035085045085085050850850350850508504508508505085

< 1. Montrer que f est continue a gauche en0.

X%

g 2. Ftudier la dérivabilité de f a gauche en0.

<« 3. Etudier les variations de f sur l’intervalle[o;l], puis dresser le tableau de variations de f.

a) Montrer que la courbe (C ; )admet un point d’inflexion unique d'abscisse et
e

b) Représenter (C " )

$03308308008 0350850850 0308x
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S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
8%
8%
8%
8%
8%
2%
2%
2%
2%
0%
0%
0%
0%
0%
0%
2%
8%
8%
8%
8%
8%
2%
2%
2%
2%
2%
0%
2%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
2%
8%
2%
8%
%
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3 4. Montrer qu'il existe un réel unique ¢ dans intervalle | =[0;1] vérifiant . f(a)=«
5. a) Montrer que f est une bijection de | vers | .

b) Déterminer f*(x)pour toutx el .
1= [ f(t)dt

I 1. On pose : .
l,=[t"f(t)dt  (vneIN)

a) Montrer que la suite ( I ) est décroissante et qu'elle est convergente
N /n>0

b) Montrer que : (‘v’ne IN) ;01 Sil ; puis déterminer lim |
n+

n—+o0

X

2. Pour tout réel x de l'intervalle | =[0;1]et pour tout neIN", on pose : F;(X)= I

Fn(x):joxtnf(t)dt ; F(x):j:%)dt et S :kngopk(x)

th+1f (t)

a)Momrerque:(VneIN)(VXeI);F(X)—Sn(x):j0 Tt dt

1 1
3. a) Mont (VnelIN)(vxel); 0<F(x)-S e
a) Montrer que : (VneIN) (vxel) (x)=S,(x) T

b) En déduire que : (Vxel) ; lim S, (x)=F(x).

N—>+00

4. a) Déterminer F (x)pour toutx el
b) Déterminer lim F(x)
x—1"

Exercicel16 - Normale 2016

n est un entier naturel non nul

Soit f, la fonction définie sur [0;+oo[ par : { :n E())()) :;((1— Inx)" six>0

n

Partie I
C

n

est la courbe représentative de f dans un repere orthonorme (O; i ]) (unit¢ 2 cm)

1. a) Montrer que f, est continue a droite enx, =0.
)

b) Etudier la dérivabilité de f_a droite enx, =0.

¢) Calculer : lim fl(x); lim fz(x); lim fl(X) et lim fz(X)

X—>+00 X—>+00 X—>+0 X X—>+00 X

2. a) Etudier les variations de f,,
b) Etudier les variations de f,.
3. a) Etudier la position relative de(C, )et(C, ).

003080083083080080080 0830830830850 000 0800830850800€00 008 08008308308008008 008 080083083083080080080800830830850800800 0083083085080 008 08080083083080080080080800830830800800800808008308308008008008008008008308008008008008,
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b) Montrer que la fonction . x> (1- X)(l— In(1- X)) est strictement décroissante sur L.

: . f(t) . :
¢) En déduire que la fonction :t - Ls’[rlctemen’[ croissante sur[O; X], pour tout xe |l .

50d5035085085035050450850350350508503500500508508503500500508508503500500505085035005050508503505085050d5035050850350850350508 5050850350508 50350850350508 500506

f(t)dtet

S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
8%
8%
8%
8%
8%
2%
2%
2%
2%
0%
0%
0%
0%
0%
0%
2%
8%
8%
8%
8%
8%
2%
2%
2%
2%
2%
0%
2%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
2%
8%
2%
8%
;
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b) Construire (C1 ) et (C2 ) .
Partie II:

Soit F la fonction définie sur |—o0;0] par : F(x)= le ;1—(:2)dt
°1+

1. a) Montrer que F est dérivable sur |-o0;0[ et que : (VX € ]—oo;O[); F'(x)

b) En déduire le sens de variation de F sur ]—oo; 0[.

1

2. a) Montrer que : (¥x<0); E-Ll f(t)dt<F(x)< !

1
mLX f,(t)dt

3
4

. 1 3
¢) Montrer que - XILr_rl . fl(t)dt:Z

3. On suppose que F admet une limite finie { quand x tend vers — .

3 3
Montrer que les : Py <l< "

Partie I1I

3

our tout entier naturel non nul n, on pose : U, = Le f, (X)dx

1. a) Montrer que : (Vn>1);u, 20.
b) Etudier le signe de f,,(x)— f,(x)sur [Le].
¢) Montrer que :(Vn>1); u,,, <U,.
d) En déduire que la suite(u, ) est convergentedr9
1 n+1

2. a) Montrer que : (Yn>1); u,,, = 5t U

d’équations x=1et x=e.

n+1
b) Calculer lim u et lim nu,

N—+o0 N—-+00

4. a est un nombre réel différent de U, -

00308008308308508008 0020830308300 00 00800830850800 00 0080800830830800800 0 0800800830800800 008 08008308308508008 0000 08308308008008 008 08008008308008008 008 0800800830800800800800808008308308008008008508008008308008008008005003008%

b) En déduire en cm?’laire du domaine délimité par les courbes (C, )et(C,)

0308308300505 503 50035050080K00K00K508508 308050 50 505 50 5060035050808 0K008 00K 00 50 50 e 5 5050603503000 0080808008608 08 080

(x—1)e*

1+e*

b) Montrer que la fonction . X > x (— — InTXj une primitive de f, sur ]0;+oo[ .

3. a Montrer que : (Vn > 2); L <u, < Ll (utiliser les questions précedentes)
n —

: e 1 n+1 x

Soit (v, )la suite définie par . v, =a et v, , =—=+——V,, pour tout neIN
2 2
Et pour toutneIN" , on pose: d_ = |Vn - un|
n!
a) Montrer que: (Vn>1); d, = Fdl
b) Montrer que : lim d, = +o0
nN—+co
£, www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com whatsapp : 0604488896
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et les droites
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c) En déduire que (v, )est divergente.

X

Exercice 17— Rattrapage 2008
In(1+2x )
. . e 1 f(x):g :si x#0
L Soit tu la fonction définie sur | = |[-=;400| par: X (G) est la

£(0)=2

( )est la courbe représentative de f dans un repere orthonormé(o; i ])
1. Montrer que f est continue enx, =0.
2. Pour tout réel non nul a de l'intervalle I, on considere la fonction h, définie sur 1 par -
h,(x)=(In(1+2a)-2a)x* - (In(1+2x) - 2x)a’

a) Calculer h,(a)et h,(0), en déduire qu'il existe un réel b compris entreQet a tel que :

In(1+2a)-2a -2
a’ 1+2b
b) En déduire que la fonction f est dérivable en x, =0 et que f ’(O) =-2.

4. Montrer que f est dérivable sur | \{0} et que . (VX el \{O}), f'(x)= 2(91(—)(;) avec
x2 (1+ 2X

g(x)=2x—(1+2x)In(1+2x).
5. a) Montrer que : (VXe I \{O}); g(x)<0.

)
b) En déduire les variations de f.
)

&&Q&Q&Qo000000000000000000000000000»»»»»»»»»»

c) Calculer lim f (x) et lim f (x); puis interpréter géométriquement les résultats obtenu

(1J* X—>+00
X—>| E

50856050 5050 5 500 1 1 508 10 540 50 50 50 500 50K 50K 500 508 508 540 540 60 50 50 503 50K 504508 500 508 540 60 560 50 508 50 50 500508 508 50 50 S0 50

6. Montrer qu'il existe un réel g unique dans [1;2]tel que . f (a)=1

. 7. Représenter (Cf ) (On prend e =1,3)

X%

=

0]
O
=
o]
]
9%
&
«

]

K
—_
(@]
-
I

(x)- In] etp(x)=In(1+2x), pour tout xe | .

a) Montrer que ¢ est dérivable sur I et que: (Vxel); 0<¢'(x)<=
b)Véﬁﬁerque=¢(a):uxetque:¢(J)c:J
IL. Soit (u, )., la suite définie par . uy =1et u,,, =In(1+2u, ). pour toutn e IN.
1. Montrer que : (VnelIN); u, eJ

2. Montrer que : (VneIN); |u,,, —a|< (%j

3. Montrer que (u, ) _ est convergente et calculer lim u,

IIL. Soit Fla fonction définie su I par : F(x)= _[0 f (t)dt
1. a) Montrer que Faut dérivable sur I, puis calculer F’(x).

b) En déduire le sens de variation de F sur L

030g008030083085080850350850 d0850850 0850850 8308508080850850 30850850 G008

g@é@%%%?@%%%?@%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&%&
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K

0 <
& xIn(1+ 2t) L
¢ 2.a) Montrer que :(Vx>1); F(x)>| ————=dt 5

23) (vx21); F(x)> [
. b) En déduire que lim F (X)=4o0. g
? X—>+00 ?
% e 1 X
2. 3. On suppose que F admet une limite finie | a droite de — %
X . X
g F(x)=F(x) ;sixel &
“ 4. Soit F la fonction définie [——;+oo{par : 1 X
: 2 (-3)- :
< 2 <
X . 1 5
© a) En utilisant TAF, montrer que : (Vxel); F(x)-12 f(x) X+2 %
X . X
% b) En déduire que F est dérivable a droite en—E . %
< <
" Exercice 18- Rattrapage 2019 X
X — <
L Soit g la fonction définie sur | =]-1;+oo[ par: g(x)=1+x*=2x(1+x)In(1+x) )
1. a) Montrer que - lim g(x)=2 X
& x—>—1° >
14 b) Montrer que : lim g(x):—oo ¥
&S X—>+00 S
2. a) Montrer que g est dérivable sur I et que - (Vxel); g'(X)=-2(1+2x)In(1+x)
X . X
g b) Le tableau de variations de g - g
g X -1 1 0 +00 g
: 2 ;
SR 0 0 <
£ 2 1 9
R ETES / \ X
2 5 In2 2
g 2 _We —0 g
2 4 92 %
X XX
X XX
g 3. a) Montrer qu'il existe un nombre réel unique ¢ strictement positif tel que : g (a) =0 E
X XX
g b) Vérifier que : ¢ <1 (On prend In2=0,7). g
% c)En déduire que : VX |-L a5 g(x)>0 %
< Vx]ar;+00[ 5 g(x)<0 ¢
3 _ S In(1+ Xx) 9
I Soit f la fonction définie sur | =]-1;+o0[ par: f(x)=——= X
K 1+ X K
E et (C ; )sa courbe représentative dans un repere orthonormé(o; i ]) E
X XX
g L. a) Calculer lim f (x) , puis interpréter graphiquement le résultat obtenu g
5 x——1" o
g b) Calculer lim f (x), puis interpréter graphiquement le résultat obtenu. g
z www.guessmaths.co E-mail : abdelaliguessouma@gmail.com whatsapp : 0604488896 @%
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9(x)

X

2. a) Montrer que f est dérivable sur | et que:(Vxel); f'(x)=

(1+ x)(1+ x2)
b) Dresser le tableau de variations de f
c) Vérifier que : f () :ﬁ etque: (Vxel); f(x)< ﬁw

3. a) Donner une ¢quation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf )point d'abscisse 0.
b)
c) En déduire que: Vx € |0;+o0[; f(x)<x.
d) Représenter (Cf ) (On prend ”T” =2cm et =0,8

Montrer que : (vx>0); In(1+X) < x.

III. On pose : J = J.Ol f (x)dx

1. a) En utilisant le changement de variablet = 1_—)( , montrer que : J = %In 2.
+ X

&
&
&
&
&
&
&
&
&
X
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P
<P

b) Calculer, encm?, l'aire du domaine délimité par (Cf ) ; (T) etles droites x =0et x=1. "

dx .

1
2. En utilisant l'intégration par parties, calculer l'intégrale . K = IO Aictanx
+ X

Exercice 19— Normale 2019

f(x):x3ln(1+1j si x>0

I Soit f la fonction définie sur | =[0;+oo[ par: X

f(0)=0
et (C " )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; i; ]) (On prend||T|| =1Icm)

1. En utilisant le théoreme des accroissement Finis dans l'intervalle [X; X +1] a la fonction

t In(t), montrer que : VX & 0; 400 ; ﬁ < In(l+%) <§ (P)
+

2. a) En utilisant la proposition( P) , montrer que f est dérivable a droite en 0 .
b) En utilisant la proposition( P) , montrer que (C " )admet une branche parabolique de

direction a déterminer.

3. a) Montrer que f est dérivable sur |0;+oof et que :(Vx>0);
1

Ty

b) En deduire que f est strictement croissante sur ]O; +oo[ (utiliser la proposition( P) )

¢) Dresser le tableau de variations de f.

f(x)

4.0n pose : g(x)=——=; pour tout x>0.
X
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S
S
S
S
S
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8%
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8%
2%
2%
2%
2%
0%
0%
0%
0%
2%
2%
2%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
8%
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£ 1) 1
- a) Vérifier que pour tout x>0, ona:g'(x)=2x| In|1+= |- &
& x) 2(1+x) &
% %
3 Puis en déduire que g est strictement croissante sur IR’ :
< <
2 b) Montrer que I'¢quation g(x)=_1admet une unique solution ¢sur IR et que .o € |1;2[ :
< 3 <
- (Ondonne. In2=0,7et In—=0,4) X
< <
“ ¢) En déduire que les seules solutions de I'¢quation f (x)=xsont0 et ¢. %
< - <
s 5. a) Représenter (C f) dans le repére(o;i : j) ’
% b) Montrer que la fonction f est une bijection de I dans 1. %
< <
s (On désigne par f *sa bijection réciproque) ’
¥ O<u, <« S
 IL Soit (u,) _ la suite définie par . ° . %
% ne U= f7(u,) (¥nelN) $
< <
- 1. Montrer par récurrence que : (VneIN); 0<u,<a )
© 2. a) Montrer que « g(]0;+00[) =]0;1] %
< <
- b) En déduire que la suite (u ) est croissante. <
& N /nelN &S
¢) Montrer que (u,) _ est convergente
g 3. Déterminer nI im u, g
0L Soit Fla fonction définie sur | = [0;+oo par: F(x)= I 'f (t)dt )
X X XX
- 1. a) Etudier le signe de F (x)suivant les valeurs de x. )
§ b) Montrer que F est dérivable sur 1, puis calculer F'(X)pour tout xel . %
g ¢) En déduire que F est strictement décroissante sur L. g
XZ. a) Montrer que : Vx e[1;+o0[ ;F (x)<(1-x)In2 - X
% b) En déduire XILTO F(x)- %
g 3. a) En utilisant I'intégration par parties, montrer que pour tout x € ]O; +oo[; g
% In2.  x? 1) 1p ¢t %
T ER I :
R 4 4 X 49xt+1 o
X 3 3 XX
< 11 t 9 1 X
“ by Calculer . | ——dt (Remarquer que cette — =t*—-t+1—-—). &
g ) xt+1 ( t+1 t+1 ) g
g ¢) En déduire que pour tout x e ]O; +oo[, ona: g
% 5 x x* x 1 x* 1 9
) F(x)=———+———+—|n(1+x)——ln(l+—) )
R 24 13 8 4 4 4 X K
X 1 X
g d) Calculer lim F(x), puis en déduire la valeur de jo f (t)dt g
e Xx—0 e
n-1

g IV. Pour tout entier naturel non nul n on pose : v, = Z[ F ( 2K +1j -F (KD E
g k=0 2n n g
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1. Montrer que pour tous neIN” et k € {0;1;---;n—-1} ona.

__f(2k+1)_F(2k+1)_F(5j£_if(5)
2n 2n 2n n 2n n
. * 1 n71 k
2. En déduire que pour tout neIN™ ; —— ) f <v. <——)» | —
e pour ot neIN's 5 3w <5 e
2k +1 k+1
( Remarquer que: < )
2n n

KKK K 0K 0K 0K 0K 0K 0K 50K 0K 50K 0K 0K 50K 50K 0K

2« 3. Montrer que ( )neIN est convergente, puis calculer sa limite.

« Exercice 20— Rattrapage 2020
* Premiére partie

<P
- On considere la fonction f définie sur l'intervalle | = [0;1] par . f(x)=xIn(2—X).
et (C " )sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O i; ])
1. a) Montrer que f est dérivable sur I et que : (Vxel); f'(x)=In(2-X) _ZL
— X

b) Montrer que f' la fonction dérivée de f est strictement décroissante sur l'intervalle L.

2
(04

2—«

¢) Montrer qu'il existe un unique réel o €0;1] tel que f'(a)=0etque: f(a)=

2. a) Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variations .

b; Montre que la courbe (Cf )est concave
c) Montrer que : (Vxel); (Vxel), f(x)<f'(t)(x—
d) En déduire que : (Vxel), f(x)<xIn2et f(x)<-
(Cf )(On prendra ||| || =2cm)

t)+f(t)

—XxX+1

X 300830800850850850 0350850850 380508508 03608508003 08608508 0035085085
w
&
o
-
&
=
o
~

S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
S
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
ot
X

" 4. Calculer, encm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe (C )et les droites d'équation:

X

& , . &
grespectlveszx:O,X:l et y=0 g
g Deuxieme partie g
%SoitnelN tel que n> 2 %
g On considere la fonction f, définie sur | =[0;1] par: f, (x)=x"In(2-X) g
Sl a) Montrer que f, est positive sur I et que : f,(0)= f, (1) )
X XX
g b) Montrer qu'il existe au moins en ¢, € ]0;1[ tel que . fn’(an) =0 g
“2 a) Montrer que f est dérivable sur Iet que : f/(x)=x""g, (x); )
X XX
X N X XX
Soooou x)=nIn(2-x)——— K
g b) Montrer que la fonction g, est strictement décroissante sur I g
. c) Endéduire que o, est unique )
4. On considére la suite (), ainsi définie. o)
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% n+1 %
& 1 o s . &
2 a) Montrer que :vVn>2 ; f (an):Hx - na ; En déduire quenILrEO fn(an)zo 4
g n g
‘ . — 7’ . . ?
. b) Montrer que : Vn>2; g, (at,.,)=—In(2-a,,, ). en déduire que la suite (e, ) _ est X
S &
& croissante. ’
<
< 1 <
© c) Montrer que la suite (a,)  est convergente. ¥
< . <
~d) Montrer que lim ¢, =1 :
<> nN—+o0

.y . <
“ Troisiéme partie - X
< <

1
<

“ Pour tout neIN tel que. n>2,onpose: | :Io f.(X)dx bt
< <
3 a) Montrer que la suite ( I, )n>zest décroissante et qu'elle convergente. g
g 1 px™ X
& b) En utilisant l'intégration par parties, montrer que : | =—— S
< n+1/02—-x ¥
<
S 1 g ) &5
K ) Montrer que : Vn>2; 0< 1, <——, endéduire que lim |, =0 3
&5 n+1 n—-+o &5
< <
< <
< <
< <
< <
< <
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
XX XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
X XX
XX XX
X XX
X XX
% %
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