Exercice corrigé sur la fonction In 2éme Bac Sc Eco

Exercice

Partie :
On consideére la fonction numérique g définie sur ]0;+oc[ par: g(x)= 2xJX =2 +Inx .

1- a- Démontrer que (VX eo; +oo[) ; 9'(x)= 3\/§+%.

b-Déduire la monotonie de g sur l'intervalle 0, + co
2- Calculer g (1), puis déduire que pour tout x e [1;+o[ ; g(x)>0.

Partie I1:

On considere la fonction numérique f définie sur ]0;+oo[ par : f (x)= InX 1 x

N

et soit C, Sa courbe dans un repere orthonormé(O;T; j) :

1- a- Calculer lim f (x) , puis interpréter geométriquement le résultat.
x—0"

b- Montrer que lim In—X:O puis déduire lim f (x)

X—>+0 X

2- a- Montrer que la droite(A) d'équation y =—x+1est une'asymptote oblique & la courbe C, au

voisinage de +o.
b- Etudier la position relative de C, et la droite (A).

3- a- Démontrer que:(VxE]o;+oo[) L £(x) ~g(x)

- 2xJX
b- Calculer f'(1), puis donner une nterprétation géométrique du résultat.

c- Etudier les variations de f.
4- Construire la courbeC; .

Partie 111 :

Soit (U,) la suite ntmérique définie par :

1- Démontrer parwécurrence que: (Vn eN);U, >1.
2- Démontrer que (VnelN) ; U, = f (U,)+U, et déduire la monotonie de (U,).
3-Déduireaique la suite (U, )est convergente et déterminer sa limite.

Solution

Partie I:
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1 . .
b- Comme x € ]0;+oo[ alors 3vx +=>0 ; d’ou g est strictement croissante sur ]0;+oc .
X

2-Ona: g(1)=2x1x J1-2+1In (1)=0 et comme g est croissante sur ]0;+oc[ alors pour tout
xe[L+oo[ ;9(x)=0.
Partie 11 :

1- a-Ona: lim f(x)= Iim(ln—XJrl— xj

x—>0" x—0" {4 /X

. 1 . 1 .
=lim| —=xInx+1-X |=— r: lim —|=+ liminx=—
xao*(\/;x j * (Ca xao*(\/;J Ooetxﬁw OO)
Interprétation géométrique :
la droite d'équation (x =0)/’axe des ordonnées est une asymptote verticale a la courbe C,

InJ_ Int

b-Ona: Ilm—X—I ——=0 (Carlim—=0)

X—>+00 [ x—>+w ,X t—+0 t

Donc: lim f(x): lim (ixln X+1—Xj:—oo

X—>+00 X—>+0 ’ X

2-a-Ona: lim (f(x)-(-x+1))= lim (In—x+1—x—(—x+1)j

X—>+00 X—>+0 'X

Inx In x In
—Im[ ]:0 (car lim —==lim \/_
X—>+00 \/; X—>+00 X X—)+OO ,\/;

Donc la droite (A) d'équation y =—x+1 est une asymptote oblique aC, au voisinage de +o.

b-Ona: ( f (x)—(—x+1))=|nT;(

Donc le signe de f (x)—(—x+1) est celtii de In X par conséquent:
mSi O<x<lalors f(x)—(—x+1)<0
D'ol C, est au-dessous de la droite\(A) sur ]0;1] .
& Si x>1alors f(x)—(~x+1)>0
D'ou C, est au-dessus de la droite (A) sur [1;+o] .
C, coupe la droite, (A) au point(10).
3- a- La fonction fést dérivable sur ]0;+c[ comme quotient et somme de fonctions dérivables.

On a pour tolityX,e ]0;+o0[ : f'(x)_[mX +1- x}

N

Inx'
= —1]-1
%)

1 1
Zx xIn x

_ X 2«/;
(+¥)
1 Inx

& ok

X
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2—In x—2x\/§
2x\/§

- 2x\/§—2+lnx

2x\/;

_ 9
2x+/x
-g(1
b-Ona: f'(1)= g =0
2><1><\/i
Donc la courbe C, admet une tangente horizontale au point(1;0).

c- Le signe de f' (x) est le signe contraire de g(x) et d'apres la question 2 desla patrie |
On déduit que :

& pour tout x e[L+oof ; f'(x)<0.
& pour tout x € |0;1] ; f'(x)>0.
D'ou le tableau de variation de f:

4- Construction de C,
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Partie I11 :
1- Montrons par récurrence que: (Yne N) ; U, >1 ; Proposition P(n) .
Initialisation

Ona: U, =g ; alors U, >1donc P (0)est vraie.

Heredité

Supposons que P(n)est vraie cad : U, >1et montrons que P(n+1)est vraie cad : U
Ona: U, >1donc In(U,)>0 ; par suite In(U,)+1>1Un D'oti nU
vraie.

Conclusion

On a montré par récurrence que: (YneN) ; U, >1

>1

n+l =

>1par conséquent P (n + 1) est

n+l

2-Onapour tout ne IN: f(Un)zmﬂ—U

o,

cad pour tout neN: U, = f (U, )+U,
Comme pour tout X e [L+oo[ ; f(x)<0et (YneN) ; U, >1 alors Ug, —U, <0
Dol la suite (U, )est décroissante.
3- Lasuite (U, )est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.
Soit I=1limU, ;ona:

N—+00

& f est continue sur I'intervalle [1;+oo[ et pour tout ne Ny, = f (U, )+U,
Alors: I =f(lI)+1 ;cad f(I)=0 ; parsuite : | =i=slimy, =1

N—+to0
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