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Série n°29 exercices sur « Dérivabilité et Etude de fonction » 2éme Bac SM

Exercice 1

On considére la fonction numeérique f telle que : f (x) :(x2 —l)arctan 5 1 1 et on appelle
X_

(C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé.
. Déterminer [’ensemble de définition Dde f?
. Exprimer, sur D \{0}, la dérivée de f sous la forme : f'(x)=2xg(x)
Sl x-1

2x—1 2x 2x*—2x+1
. Montrer que :(vxe IR); 2x* —4x> +9x* — 4x+1>0et en déduire le tableau de variation de g.
. Dresser le tableau de variation de f .

orrection

. est définie et dérivable sur D= R \{%}

N -

—~

ou g(x)=arctan

w

O P>

|

!

2. Pour tout xe D, f'(x):((xz—l)arctan 1 J
2x-1

+(X2—1)x@

= 2xarctan 5
2x -1 1
1+
2x -1

= 2Xarctan

2x=1

—2(x2—1)

+ 5

2x—1 1+(2x-1)
—2(x*-1
2]
2X—-1 4x°—4x+2

x* -1

<

<

<

<

<

<

<
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<

<
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<

X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
g
2xarctan %
X
X
X
X
X
X
X
— X
2x—1 2x*-2x+1 g
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
%

= 2xarctan

= 2Xarctan

1 1 x* -1
= 2X| arctan —— X |.
2x-=1 2x 2x°-2x+1
1 x> -1

Par suite pour tout xe D, f'(x)=2xg(x) ; (ou — arct VAT
P () g() ( g(x) arcanzx_l 2xX2x2—2x+1

2 1A
3. Pour xe D\{0!, q'(x)=| arctan—+_ _ L X' —1
{0} g9'(x) (arc D v v

(2x-1)° | -2 L X1 +ix2x(2x2—2x+1)—(x2—1)(4x—2)
1+(2 1 1)2 4x*  2x*-2x+1 2x (2x2—2x+1)2
X_
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2)(

(2x-1)°+1 | 2x

-1 1 x? -1 1 43 —2X% + AX + 2

(2x2 —2X +1) R (2x2 —2X +1) _(2x2 —2X +1) - 2x(2x2 —2x+1)2
_—2x2(2x2—2x+1)+ 1 x(xz—l)(2x2—2x+1) 2x*(2x° —2x+1)  x(4x* =2x* +4x+2)

1
2x2(2x2 —2X +1)
1
2x*(2x* - 2x +1)

<O K 0K 0K 0K 50K 0K 0K 0K 50K 0K 0K 50K 50K 50K 50K 50K 0K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 50K 0K 50K

-1

-(2x* - 4x° +9X* — 4x +1)

4 2x2(2x2—2x+1)

“ Maintenant, 2x* — 4x® + 9x2 — 4x +1=2x° (x —1)2 +7x%—4x+1

<

<

<

<

<

9

XX . -1

< Donc : 9'(x)= 2(2x“—4x3+9x2—4x+1)<0

) 2x* (2x* - 2x+1)

§ D’ou g est strictement décroissante surD {0}

XX i =0.

gEt XILTog(X) 0

“Alors g(x)>0 sur D\{0}.

XX ..

g Tableau de variations de g

g X —00 400

X (X =

AL,

%

8 g(x) \

% 0

%

< Tableau dewariations de f

% X —00 0 +00

K fi X + —

NG

¢ 3

& f(x

XX

g —00 —00

- Exercice 2

P

% Etudier la fonction f donnée par : f (x)=arctan Ll + arctan—— + arctan (2x2)
X+
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2x2(2x2—2x+1)2 2x*? (2x2—2x+1)2 2x2(2x2—2x+1)2 2x2(2x2—2x+1)2

F(—4X" +4x° =27 + 2% = 2% 4+ % = 2% + 2X —1- 4" + 4% = 2% + A" - 2xF - 4X° + 2X

= 2x2(x—1)2 FEXC+2x2 —4x+1.
= 2x2(x—1)2 +5x° +(2x—1)2.
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—2 -1 x> -1 . 1 A —2%7 +4x+2
(2x2 —2X +1) (2x2 —2X +1) (2)(2 —2x +1)2

. (—2x2(2x2 —2x+1)+ (X" —1)(2x° = 2x+1) = 2x* (2x* = 2x+1) + x(4x° = 2x¢ +4x+ 2))
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Exercice 3:

1-%
2+ X

A. Soit f la fonction définie sur IR —{-2} par: f(x)

020K 0 20K 50K 30K p0< 50 30K >

L giees _ 2
1. Pour tout x réel différent de—2 , trouver trois réels a, b ,c tels que : f (x) =ax+b+ T x
+ X

2. Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative (C ) dans un repere orthonorme
(0:i3]) -
3. Montrer que si (C)admet un centre de symétrie, déterminer son abscisse.
_1-sin’t

2 +sint
1. Pour tout réel t, montrer que : p(7—t)=g(t).

XK

B. Soit ¢ la fonction definie sur IR par : (t)

KK XK XK 0K 50X XX 0K 50X XK 30K 50X XX XK >

Expliquer comment I'étude des variations de ¢ sur [—%%} permet de-construire la courbe

repréesentative de .

2. a. On posea=+/3—2. Justifier I'existence et I'unicité det, e[_%ﬂ tel que : sint, =a:

b. En utilisant ¢ comme composée de fonctions, étudier'ses variations sur [_Z;to} puis
2

sur {to;ﬂ

c. Soitgy' la dérivee de ¢ .
Pour tout nombre réel t, prouver Fégalité../¢'(t) = f'(sin t)xcost .

Retrouver alors les valeurs pour lesquelles ¢’ s'annule sur[_g.g}
2'2

d. Tracer la courbe représentative de ¢ sur{f’i;ﬁ}
22

Exercice 4:

On considére la fonction'f définie sur IR par : f(x)=x+cos*(x)

et C sa courbe representative.

1. a) Démontrer-que pour tout réel x,x < f (x)<x+1 .

b) En'déduire les limites de f en +oo et en—oo .
c) Interpréter graphiquement I'encadrement précédent.
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1 2
g Déterminer les points d'intersection de la courbe C avec la droite (d,) ;puis avec la droite (d,)

G0Segenadindudiedudioiudiod ool oged 0dedindedindadindbudinudiadudiod e oged oged 0008 0800808000080

*3. @) Montrer que pour tout réel x , f'(x)=1—sin(2x) . %
E b) En déduire le sens de variations de la fonction f. X
“. c) Résoudre dans IR I’équation f'(x)=0. %
X . X
< 4. a) Dresser le tableau de variations de f sur[0;7]. %
. b) Tracer(d,);(d,)et C la représentation graphique de f sur [0;7]. )
5. a) Démontrer que pour tout réel x, f (x+7)=f(x)+7. )
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b) Comment déduit-on la courbe C de la représentation graphique de f sur [0;7;].

Eexercice 5:
Soient a et b deux nombres réels tels que : a<b ; ab>0 et fune fonction continue sur [a;b' ¢

< et dérivable sur ]a;b| .

Afini . H . . 3 3 3 3
- On définit sur[a;b]la fonction : F t(b*—a%)(f (t)- f(a))—(f(b)- f(a))(t*-2a%)
< 1) En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction F sur I'intervalle [a;b]montrer que :

(3cea;bl)/ f(b)-f(a)_ f’(c).

’—a® = 3¢

KRR 0K K XK S0 K>

e
e
e
e
%
S
%
S

K

s

2) Soit x>1
a) En utilisant la question 1) montrer que : (Elc € ]\/;; XD ;

arctan(x)—arctan (\/; ) /X
xy/x —1 :302(1+c2)
arctan(x)—arctan (\& ) 1

b) Déduire que : lim ==
) | x> xv/x —1 6

Eexercice 6:

X

f(x)=2x-Vx*+x+1 si x>0

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;T; i)

: e f(x):xzcos(fJ—l si x<0
Soit/la fonction définie sur IR par :

1) a) Montre que pour toutx <0, onas—1-x* < f (x)<x*-1.
b) Déduire que f est continue’en 0.
¢) Calcule alors "mcos(l—cosxj

x—0 X

X—>=00 X—>-—© 2

X +1
o f(x) X : ,
) Calcule~lim ——=; Interpréte graphiquement le résultat obtenu.

2
X—>=® X

3) Montre\que I'équation f (x)=0admet au moins une solution ¢« dans /’intervalle |-3,-2|

4) a) Calcule lim f (x).

X—>+00

d) Calcule lim~f(X) . Déduire que im f[ X’ j

b)Montre que la droite d'équation y =x —%est une asymptote a (C)au voisinage de+oo.

Eexercice 7:

f(x):g/x—arctan(x) si x>0

f(X)=x-1++x*+1 si x<0
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* 1/Etudier la continuité de fen 0.

: (vXe IR*) ; arctan(x) < x

N
S~~~
<
o
=
~+
]
D
-
o)
c
D

X X x°
3/ a- Montrer que : (VXe IR+) ; E—Esarctan(x)sg

x —arctan(x)

b-Calculer lim 5

x—0" X
c- Etudier la dérivabilité de f en 0.
4/ Etudier les variations de fsur IR .
5/ a-Etudier les branches infinies de la courbe de f.

6/soit g la restriction de f sur IR
a-Montrer que g réalise une bijection de IR” sur un intervalle J & déterminer ; puis
déterminer I'expression de g~ (x) pour tout xe J .
b-tracer la courbe de g

u, =1

u.,= g/un —arctan(u,) (VnelIN)

a- Montrer que (u, ) _ eststrictement décroissante'et en déduire qu'elle est convergente.
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<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

1 <
- = <
b-construire la courbe de f dans un repere orthonorme (O;l ; j) (on donne 3/— =0,7) )
3 <
<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

<

7/ on considére la suite (u,) . en définie par : ¢
<

<P

XX

XX

b- Montrer que : (VnelIN);0<u,,, < i/gu”

c-En déduire limu,

N—+00

Eexercice 8:

Soit f une fonction dérivable sur'[a;b]

Telle que : f (a)=f (h)=0%.14(a)>0 et f/(b)<0

1/ Montrer que : (3x,ea;bf) / f(x)>0 et (3x, ]a;b[)/ f(x,)<0 (par absurde)
2/ En déduire qu'ihexiste des réels c, ; c, etc, de ]a;b[tels que : f'(c,)=f'(c,)=f'(c,)=0
et ¢, <c,<cj

8%
8%
8%
2%
2%
2%
2%
8%
2%
2%
2%
2%
2%
2%
8%
8%
8%
8%
8%

f(x)=x+%+arctan(1j si x<0
X

Soitda fonction f définie sur IR par :
f(x):i’/x_2+§/§+x si x>0

1/ Montrer que f est continue sur IR.

2/ a-Etudier la dérivabilité de f a droite enO.

b-Etudier la dérivabilité de f a gauche en0.(on pourra poser: t = % +arctan (lj
X
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