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Exercice 01 : (4,5 points)
x-1

X—3+2X*+Xx+1

Soit f la fonction définie par : f (x)=

1) a) Déterminer D, ,
b) Calculer lim f(x)et lim f(x)

X—>+00 X—>—00

2) a) Montrer que f admet un prolongement par continuite g en x, =1.

b) La fonction f admet-elle un prolongement par continuiteé en x, =-87?
3) Justifier que g est continue sur chacun des intervalles]—oo;—8[ et ]—8;+oo[.
Exercice 02 : (02 points)
1) Montrer que I’équation : (E,): 4x> —12x+1=0admet une unique solution « dans
l’intervalle]—l,l[ .
2) En déduire que I'équation : (E,): X" —6x’ + x+1=0 admet exactement deux

Solutions dans /'intervalle]-1] .
Exercice 03 : (7,5 points)

Soit f la fonction définie sur R par : f (x)=x—sinx.
1) a) Calculer lim f(x) et lim f(x).

X—>+00 X—>—0

b) Montrer que f admet une fonction réciproque f ~définie surR.
c) Justifier que " est impaire.
d) Résoudre dans R, I'équation : (E): f(x)=f7(x).
2) a) Montrer qu'il existe une fonction unique g définie surRR , tels que : (‘v’x € R),
: 1
g(x)-sin{g(x))=

b) Justifier que g est paire, puis calculer lim g(x).

X—>+

c) Montrer que g est continue surlR .
d) Déterminer la monotonie de g surR*, puis dresser son tableau de variation Sur R.

Exercice 04 : (2,5 points)

Calculer chacune des limites suivantes :
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3x —x 4Arctan(2x—1)— 7

b) lim
x—1 X—-1

a) lim—————
i

Arctan(x +1) — Arctan(x) d) lim (\/x2+1—2§/x3+x+<‘/x4+xz)

im
X—>+00 i ( 1 ) . (1) X—>+0
sinf —— |—=sin| =
X+1 X

Exercice 05 : (3,5 points)

On considére la fonction f définie sur l'intervalle | = [O;?[ par: f(x)= tan(;z 1- x2)

1) a) Calculer lim f(x).
ﬁ[ﬂ
2
b) Montrer soigneusement que f est continue sur 1.
2) a) Montrer que f admet une fonction réciproque f ~définie sur intervalle J
Que I'on déterminera.
b) Déterminer f‘l(x)en fonction de x pour toutx e J .
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Correction

Exercice 01 :
x-1
X—34+2X + X +1

Soit f la fonction définie par : f (x) =

1) a) ® Le discriminant du trindme 2x° +x+1est: A=1"—4x2x1==7<0

Donc (VxeR) ; 2x*+ x+1>0

e Résolvons I'équation X—3+~/2X* +Xx+1=0

= Si x=3 alors x—3+M>O

~ Si x<3alors Xx=3+v2xX% + x+1=0& /22 + x+1=3—x
<::>2x2+x+1:(3—x)2
S 2X° +X+1=9-6x+X°
S X +7x-8=0

Et A=7"-4x1x(-8)=81>0

Donc les solutions de I’équation X—3+2x*+x+1=0

—7-9 _7+9

Sontx1=T=—8<3 et X, = 1<3

Donc |D, =R —{-8;1}

b) Calculons lim f(x)et lim f(x)

X—>+00 X—>—00

) ) x—=1
Ona: P lim f(x)= lim
X+ () H+“°[x—3+\/2x2+x+1]
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= lim

X—>+00

(-3

lim

X—>+00

lim

X—>+®

Donc lim

1 et lim

-1

i
R

1_7

1—3+‘/2+1+12

X X

(1-3)-1
X

X—>+00

(2424 %)

1_f
X 1

X—>+00

1—§+
X

2+1+i2 1+\/§
\/ X X

D’ou | lim f (x)—

X—>+00

2

» lim f(x)= lim

X—>—00

= lim

X—>—00

= lim

X—>—00
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lim (1—l)=1 et lim (1—§)=1
4)(_)—oo X X—>—00 X

lim (2+1+i2)=2

X—>—w X X
o)
Donc lim Xl = =1 7
1-=—2+=+5 | 7
X X X
1

D’ou | lim f(x)=1

2) a) Calculons lim f (x)

X—1

Soit h(x)=x—1++2x*+x+1 ; alors h(1)=2

Et h est dérivable sur R ; h'(x)=1+ ax+1 et h’(1)=g
242x% + x+1 4
) ) x—1
Ona: limf(x)=Ilim
1 () Hl[x—3+\/2x2+x+1]
p
) 1
=lim
S ) 12X+ X+1-2
L Xx—1
;

i 1
~ R()-h()
X—=1

Or Iim[—h(x)_ h(l)\ =

x-1 )_

3
4

x—1

Donc |lim f (x)=%

x—1

Comme lim f (x) est finie alors f admet un prolongement par continuité g en x, =1 ;

définie surR — {8} par :
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x—1 (x—l)(S—x+\/2x2+x+1)
X—3+\/2X2+X+1_ *’2X2+X+ 2_()(_3)2
M(B—x+\/2x2+ x+1)

M(x+8)
=3—x+\/2x2+x+1

Onapourx=1:

X+8
f 2
g(X)=3—x+\/2x +Xx+1 Si x 21
g: X+8
4
90=3

3—X+V2X2+x+1

b) Soit x<1;ona: f(x)=

X+8
_ 2
Donc lim f (x)= Iim8[3 x “2"8””}:_
X—— X—>— X +

D’ou f'n’admet pas de limite finie en X, =-8 ; alors f n’admet pas de prolongement par
continuité g en X, =-8 .
3) La fonction polyndme X+ 2x* 4+ x+1 est continue positive sur R ; donc la fonction

X > v/ 2% + X +1est Continue surlR .

De plus le fonction x > x —3est continue surR ; donc le fonction X X —3++/2x* + x+1
est continue sur R et la fonction polyndme x — x—1est Continue surR .

Comme R—{-8;1}; x—3++/2x*+ x+1%0
Alors g est continue sur chacun des intervalles ]—oo;—8[ ; ]-8;1] et Ji;+o0] .

Conclusion

g est continue sur chacun des intervalles ]—oo;—-8[ ; ]-8;1] et Ji;+oo[ ; de plus elle est

continue en 1 ; par conséquent g est continue sur chacun des intervalles]—oo;—8[ et ]—8;+oo[

Exercice 2
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1) Considérons la fonction f définie sur[-1;1] par : f (x)=4x>-12x+1

f est le restriction d'une fonction polynéme ; donc f est continue dérivable sur [—1;1] ; de
plus pour toutx e[-1;1] : f'(x)=12x*-12

=12(x* -1)
=12(x-1)(x+1)
Alors (vXe[—l;l]) ; f'(x)<0
Donc f est strictement décroissante sur [-1;1]

Ona: f(-1)=9 et f(1)=-7donc f(-1)x f(1)<Oet comme f est continue strictement
décroissante sur [—1;1]a|ors d'apres le theoreme des valeurs intermédiaires I'équation
f (x)=0 (cad (E,)) admet une unique solution & dans I'intervalle ]-1;1]

2) Soit F la fonction définie sur [-1;1]par : F(x)=x"—6x*+x+1

F est le restriction d'une fonction polynéme donc F est continue et dérivable sur [—1;1]
de plus (vXe[—l;l]) ; F'(x)=f(x) ; et f est décroissante sur[-1;1] ; donc :

> (vxe[-La]); f(x)=f(a)=0;doi F'(x)=20

> (Vxe[as1]) ; F(X)< f(a)=0;dou F'(x)<0

Tableau de variation de F sur [-1;1]

X -1 a 1
F’(x) + 0
F a)
F(x) /' \
-5 -3
Comme f(0)=1et f(a)=0alors « >0

Sinon a<0 alors f(a)2 f(0)= f(0)<0

Ce qui est absurde donca > 0.
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D'oi F(0)<F(a)
Par suite F (o) >1.
Car F est strictement croissante sur [-1;a]et 0e]-1;¢|

= F est Continue strictement croissante sur l'intervalle [—1;a]et F(—l)x F(a) <0;
d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires I’équation F (X) =0 (cad: (Ez)) admet une
solution unique dans ]—1;a[.

< De méme ; F est continue strictement décroissante sur [ 'intervalle [a;l] et
F(a)xF(1)<0; d'aprés le théoréme des valeurs intermédiaires I'équation F(x)=0 (cad:
(E,))admet une unique solution dans I'intervalle Ja;1[ .

Conclusion :

L'équation ( E, ) admet exactement deux solutions dans !’intervalle]-1;1] .

Exercice 3

f définie sur R par : f (x)=x—sinx.
1) a) Calculons lim f(x) et lim f(x).

Pour tout xelRona: —-1<-sinx<1
Donc: x—=1<x—-sinx<x+1

D’unepart: (VxeR) ; f(x)2x-1et lim x—1=+00=0

X—>+00

Donc | lim f(x) =+

X—>+00

D’autre part: (VxeR) ; f(X)<x+1et lim x+1=—0

X——00

Donc | lim f (x)=—o

X—>»—00

b) Les fonctions X+ X et x > sinxsont continues et derivables sur R ; donc f est
continue dérivable sur R comme somme de deux fonctions continues et dérivables surR

Pour tout xeRona: f’(x)=1—cosx
Comme : cosX<1=>1-cosx=0i

www.guessmaths.co E-mail : abdelaliquessouma@agmail.com WhatsApp : 0717467136



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

Alors : (VxeR) ; f'(x)20
Et f'(x)=0<cosx=1

Sx=2krlkeZ

Les valeurs qui annulent f ne constituent pas un intervalle donc f est strictement croissante
SUrRik.

Conclusion

f est continue strictement croissante sur R

Donc f est une bijection de R vers f (R).

Ona: f(R):ll_i)rlf(x);xl_i)rEof(x) |:=]—oo;+oo[
D’ou f admet une fonction réciproque =" définie surR .
c) Soit xeR ona: y=f(-x) o —x=f(y)
o x==1(y)

Et —f(y)=f(-y) (car f est impaire)
Donc x= f(-y)e f*(x)=-y

o y=—17(x)

o fH(=x)==17(x)
D’ou f~" estimpaire.
Remarque :
En général si f est une bijection impaire alors sa fonction réciproque f ' est impaire.
d) Soit /équation : (E): f(x)= f7(x)
Attention : L'équation f(x)= f*(x)n'est pas équivalente & I'équation f (x)=x
Soit xeR

»Si x=kr/ keZ alors : f(kir)=k7z<:> f_l(kﬂ')=k72'
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Par suite  f(kz)=f*(kr)

Donc : {kz/keR}cS

(S est I'ensemble des solutions de(E)).

»Si (VkeZ) ; x#kr alors : xe |nzi(n+1)z[ olineZ

*) Si n est paire ; alors sinx >0

donc f(x)>x;dou f(x)<x.

f(x)<x _
Alors : {f‘l((z)>x:> f(x)= f7(x)
*) Si n est impaire ; alors sinx <0

Donc f(x)<x; d’ou f~(x)>x.

LT >x 4
Alors.{f_l(x)<xz>f(x)¢f (x)
Donc x n'est pas solution de /’équation(E).

Conclusion : S={kz/keR}
2) a) soit xe R

0()-sin(3(x)) = =< 1(9()) =7

Donc il existe une fonction unique g qui vérifie : (VxeR) ; g(x)—sm(g(x))= N
X“+1
1

VX2 +1

b) vu que u est paire alors : (VxeR) ; g(-x) =( fo u)(—x)

Avec g=fou ol u(x)=
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= f‘l(u(—x))
= f‘l(u(x))
=9(x)

Ce qui ne justifie que g est paire

9 Ona: limu(x)=0 etcomme f estcontinue eu 0 alors : lim g(x)= f(0)

X—>—00 X—»—00

Or: f(0)=0 (car f(0)=0).

D’ou | lim g(x)=0

X—>—00

c) La fonction u: x> est continue sur R et f est continue suru(R) =R ; donc

x> +1
g continue surR.
c) La fonction u: x— est strictement décroissante sur R* (car
x*+1
—X : :
u’(x)=— et comme f~* est strictement croissante sur R alors g = f " ou est

3
(x2 + 1)
strictement décroissante sur R* et comme g est paire alors elle et strictement croissante
sur R™.

Tableau de variation de g

—00 +00

X 0
g'(x) + 0 -

9(x) / \

0 0

Exercice 4

a) lim x—x

oL X 43X =2
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nQn

Cette limite se présente sous le forme o qui est une forme indéterminée.
x+Ix-2 x+§x -2
2 3
() -()
(456) +(3) -2
Onpose t=%x ; x—>1lalorst—1

2 _ 43
Doncllm\/_ \/_ =i vt

InM————
x—>lx+\/_ 2 t—>1t6+t2_2

_im CP(1-t)

Pour x#1lona:

141
im t*(1-1)
(= 1)Zt6+(t 1)(1+1)
—t? _-1
=lim~ =
Zt6+(1+t)
D’ou |l f I _—l
Hlx+\/_ 2
b) Iim4Arctan(2x—1)—7z
x—1 X—1

Soit la fonction h définie sur R par : h(x) = Arctan(2x—1)
Alors h est dérivable sur R comme composée de deux fonctions dérivables sur R ; en
4Arctan(2x—1)— 7

x—1

Arctan(2x —1) —Z

particulier elle dérivableen 1 ; etona: h'(1)= lim
X—>

=lim
x—1 X—1
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h' =2x——=h'(1)=1
() ><1+(2x—1)2 =)
Arctan(2x-1 _Z
Dot lim S 1= flim At (2x=Y) -7,
x—1 X—=1 x—>1 x-=1

Arctan(x+1)— Arctan(x)

im
sin —sin| —
X+1 X

Pour toutx >0et x#1lona: —%<Arctan(x+1)—Arctan(x)<%
X+1-X
1+ x(x+1)
l

Donc tan (Arctan (x+1)—Arctan (x)) =

T
D’on Arctan(x+1) - Arctan(x) Arctan (
X% + x+1

Etsin(i)—sin(ijz—Zsm X+1 ] [
X+1 X
3\ (

= —2sin| X—X+1 |05

><\H

><\I—‘

1
x+1"
2

1
x+1"
2

\ J \

(1 ) [ 2x+1]
= —2SIn| ———— [cos

K2x(x+1)) K2x(x+1)

Arctan(x +1)— Arctan(x) _ Arctan( X2 4+ X + 1)

sin(xil)_sm(}() __zsm[ﬂ(iﬂ)]cos[%]

Donc
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Arctan(zj
X+ Xx+1
1
_ x>+ x+1 ZX(X+1)
. 1 x>+ X+1
sin| ———
2x(x+1) % +1
-2 X XCOS| ——~
1 2x(x+1)
2x(x+1)
Arctan(zl) 1
Et » Ilim X + X+ =1 ;on pose X = —5——
X—>+c0 1 X+ xX+1
X2+ x+1
Sin #
_ 2x(x+1)
» lim =1 ;on pose X = —F——
X—ta0 1 2x(x+1)
2x(x+1)
» lim 1 =-—2 ;0n pose X =&
X—>+0 2x +1 2X(X+1)
2C0Ss
2x(x+1)
2 1
b gim 2508
x>+ X° + X +1

D’ou | lim

Arctan(x+1)— Arctan(x) .

d) lim (\/x2+1—23/x3+x+<‘/x4+x2)

X—>+00

Pour toutx>0ona:
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X

(i)

p

\(\S/XB + x)2 + X3 + X + x?

+

‘

X+ x> =x*

K(\4/X4 + X+ x)(\/x4 + X+ xz)

( )
1 X x?
W i/1+12 +§/1+12+1 x2(4x4+x2+x)[ 1+2+1]
X X \ "))
. y
( \ \
1 1 1
X([31+12] +31+12+1J (4X4+X2+X)[ 1+X2+1]
X X )
\ )
Et » lim =0
x>0 [y? 41+ X
> lim 1 0
x{[‘3/1+)(12] +‘3/1+2+1]
» |im 1 =0
(\4/x4+x2+x)[‘/1+x12+1]
Donc Iim(\/x2+1—23/x3+x+<‘/x4+x2)=0
Exercice 5
f(x)=tan(7z 1—x2); {VXE|=|:O;§|:J
1) a) Calculons lim_f(x).
x—)ﬁ_
2
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Ona: X€|=|:O;£|:<:>OSX<£
2 2
S0<xP<=
<:>1s1—x2<1
4
@%Sﬂ' 1-x* <

On pose t = z+/1- x> ; alors xe[?] ;t—)(zj

2

Dot lim tan(;; 1—x2)= lim tan(t)=—oo
x—{\/ﬂ_ t—>£+
2 2

Donc | lim f(x)=-o0
b

b)Ona: {VXE I =[O;§D . f(x):tan(u(x)) ol u(x)=7z\/1—7x2

La fonction polynéme x — 1— x”est continue positive sur | donc u est continue sur |

et la fonction x — tan(x) est continue sur}%;ﬂ} et u(l)c}%;n} donc f est continue

sur |

—27TX 2
2J1-x* J1-x°

Comme ; xel ={0;§[ alors (xel) ; u'(x)<0.

2)a) (vxel); u'(x)=

Alors u est strictement décroissante sur | et la fonction x — tan(x) est strictement
croissante sur :l%;ﬂ':l et u(I)c }%;n}

D’ou : f est strictement décroissante sur |I.
Conclusion :
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f est continue strictement décroissante sur I; admet une fonction réciproque f ™ définie
sur l'intervalle J = f (1).

)= ﬂo;@D: Jfrp] £(x): £ (0) | =]o0:0]

b) Soit xe J =]—oo;0] ;Ona:y= f‘l(x)c;,{x= f(y)

yel
_ _\2
- x_tan(m/l y )
yel
- {arctan(x) = J1- Y’
yel

rl_ ¥ _[arctan(x)]2

= T

yel

; 2
¥ =1_[arctan(x)]

L= T

yel

oo =20

L yel

Ona: —z<arctan(x)<£<:>—£<mn(x)<i
2 2 2 T 2

2
- O<[arctan(x)] 1L

V4 4

2
- _%<_[arctan(x)] 0

T

3 t ?
@Zd_[wj 1

T
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Donc (VxeJ) ; f-l(x)=\/1_[M]2

T
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