Série d’exercices « Etude de fonction In »

Exercice 1
1) Etudier la fonction définie sur ]0;+oc[ par f:x > x™ .

In x

2) Soit la fonction g définie sur ]0;+oc[ par :g(x)= [veg]
X+Inx+

Corrigé

On commence par ecrire que f(x)= g (0?2 Ainsi, on en déduit que la fonction f est définie et

dérivable sur I'intervalle ]0;+oc[ . Sa dérivée est

f'(x) = —E(In x)x g~ (9?2
X

f'(x) est donc positive sur ]0;1] et négative sur [1;+oo[ . De plus, lim<f (x)=0 et

Ainsi, on obtient le tableau de variations suivant :

X 400

f'(x)

f(x)

Inx

2- =_ 4L NN
900 (Inx)? +IMxs1

X +x+1

fonction x -5 x\est définie sur |0;+oo[ ; alors g est définie sur . ]0;+oo[ .

, _ 2
Par suite'on a : g'(x)=(f (Inx)) :%h’(lnx) % #ﬁfxil

Donc le'signe de g'(x) est celui de(—In* x+1) = (1-Inx)(1+Inx)

Tableau de signe de g'(x)

X 0

1
(1-Inx) +
(1+Inx)

9'(x)

X
2y
i

X
2y
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X
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X
2y

lim f (x)=0 .
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Exercice
On consideére la fonction f définie sur IR par: f (x)=In(e* +2e™). La courbe (C) représentative
de la fonction f dans un repere orthogonal est donnée ci-dessous.

Partie A
- Etude de la fonction f

1. Montrer que, pour tout réel x, f (x)=x+In(1+2e2*).
On admet que, pour tout réel x, f (x)=—x+In(2+e>).
2. Calculer lim f (x) et montrer que la droite (D) d'équation y=x est asymptote a(C) .

X—>+0

Etudier la position relative de (C)et de (D).
3. Calculer lim f (x)et montrer que la droite-(D") d'équation y =—x+In2 est asymptote & (C).

X—>—00

4. Etudier les variations de la fonction f.

Montrer que le minimum de la fonction f est égal églnz :

5. Tracer les droites (D)et (D')sur la figure.

Partie B
- Encadrement d'une intégrale

On pose : | =Jj[f (%) — X ] dx
1. Donner une interprétation géométrique de 1.
2. Montrer, queypour tout X € [0;+oo ,In (1+X )< X

En déduire que :\0< I < LS 2e 2dx et donner un encadrement de | d'amplitude 0,02.

Correction
Partie A

1. f(x)=In(e*+2e™)
= In(eX (1+ 2e‘2x))
=Ine* +In(1+2¢™)
= x+In(1+2e7")

Remargue :
si on met en facteur e alaplace de e*, on obtient: f(x)=—x+In(2+e%).
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—X

la droite (D)d'équation y=x est asymptote &(C) au voisinage de +oo.
X

3. m lim f(

X—>—0

d
)= Iim—x+|n(2+e2x)=+oo

X—>—0

lim (f (x)+x)=lim In(2+e”)=In2

X—>—00 X—>+00

la droite (D') d'équation y=—x+In2 est asymptote & (C) au voisinage de —oo.
Onapourtoutx réel 1 f(x)—x=In(1+2e2) ;etl+2e ¥ >l In(1+2e‘2x) >0

Donc la courbe (C )est toujours au-dessus de la droite(D).

4. f est dérivable sur IR et on a pour tout xe IR ; f'(x)=(x+|n(1+ 2e‘2x))

2% (—2) x @ X

1+ 2
4o

14287

142646

T 1x2e™

_1-2e7

L1+ 2e

=1+

mf'(x)=0=1-22*=0

oe _L
2

<:>—2x=|n1
2

In2
X=—0
2

In2

In2

.f’(X)ZOQXST 'f’(X)SOQXZT

X

Partie B
- Encadrement d'une intégrale

1. A représente ['aire comprise entre(C) , la droite(y = x) , les droites x =2 etx=3 .

2.In(1+X)< X = In(1+2e™)<2e? ; car 26 >0. Par ailleursona: f (x)=x = A0 .
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veaProrabrecabres (414 ddde ddid 4t dddd 2ddd dddd dads ddds dadd ddde dddd dade dddd ddde ddde a4 dddl 4

= Is In (1+ 26 ) dx < J.:' 26 2*dx

2
{5
-2 )
=—e°+e*=0,015
; 0,01 est une estimation de | d'amplitude 0,02.
1. 12. Sommes partielles série harmonique,
1.1 1 1

2n
Soit (u_) la suite définie sur IN* par : ==
(u) P kzzr;k n n+l 2n

PARTIE A
3 -3n-2
" n(2n+1)(2n+2)°

2. En déduire le sens de variation de la suite (u,).

1. Montrer que pour toutnde IN" , u_,—u

3. Etablir alors que (u, ) est une suite convergente.

L objectif de la partie B est de déterminer la valeur de la limite de la suite (un ) .

PARTIE B

Soit f la fonction définie sur [’intervalle ]0; +00[ par : f (X) X %+ In (ﬁj :

1 n1] 1
1. a. Justifier pour tout entier naturel n non nul.l’encadrement : il <| =dx<= .
n+ n X n

n+l 1

1
dx == f (n);
, == f(n)

b. Vérifier que : _[

1

c. En déduire que pour tout entier naturel n non nul,0< f (n) <—
n(n+1)

Exercice
Partie A
2In x

Le but de cette partie est,d‘étudier la fonction f définie sur ]0;+oc[ par : f (x)=x+
X

(C) est la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O;T; ]) (unité graphique :1cm ).
1. Etude(de Tafonction auxiliaire g définie sur ]0;+oo] par : g(x)=x*+2+2Inx .
a. Etudier le sens de variation de g et calculer g (1).

b. En"déduire le signe de g(x) pour tout x de ]0;+oo[ :

2. a. Calculer les limitesde fen O et en +oo .
b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

c. Montrer que la droite A d'équation y =X est asymptote a (C)et étudier la position relative de
(C)etA.

d. Déterminer les coordonnées du point A de (C)sachant que (C) admet en A une tangente T
paralléle a A .

e. Tracer (C), A et T dans le repére (O;T;]) :
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3. Calculer, en cm?, l'aire du domaine du plan limité par A , la courbe (C)et les droites d'équations 2
x=let x=e.

4. Montrer que I'équation f (x)=0 admet une solution unique x, . Prouver que %s X, <1

Partie B
Le but de cette partie est de déterminer une valeur approchée de x, .

On désigne par h la fonction définie sur ]0;+oc[ par : h(x)=e

XZ
F)
1. Montrer que X, est I'unique solution de I'équationh(x)=x .

2. On note | I'intervalleB;l}.

Montrer que, pour tout x appartenant a I, h(x) appartient aussi a I.

3. a. Calculer la dérivée h' de h et la dérivée seconde h” de h.
b. Etudier les variations de h’ sur I.

c. En déduire que, pour tout xde I, ona: [h'(x)[<e

u, =1

4. On considére la suite (u, ) définie par _h(u
+1 n

vn e\N

)
1

a. Montrer par récurrence que, pour tout ne IN: 5 <u, <1

b En utilisant I'inégalité des accroissements finis, mentrer que, pour tout ne IN :
1

0] <€ 2o, x|

n+
-n

s 1T =
c. En déduire que, pour tout ne ING |Upe Xo| < ¢ 2
. . P . o1 = _
5. a. Determiner le plus petit entier naturel n, tel que, pour tout entiern>n, , on ait : Ee 2 <1072,
b. Montrer que : |u, = xo‘ <1072,
Que représente_ U, ‘relativement a x, ? Calculer u, a 10%preés par défaut.

Correction
Partie A

1.a g(x)=%+2+2Inx
2 2

g’(x)=2x-;:Q:§(x—l)(x+l)

b. 3 est un minimum de la fonction g sur ]0;+oo[ donc la fonction g est positive quel que soit x.
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. X . . Inx .1 .
2.a. & lim f X+—— |=limx+2lim —=—oco(car lim==+wet limInx=-ow)

x—0" x—0" x—>0" X x—0" X x—0*

® lim f(x)=i 2NXY_ fim 42 tim X = oo (car Tim X =

X—>+00 X X—>+0 X—>+00 X X—>+00 X

1
2><;><x—2lnx><1_x2 +2_2|nx_g(x)

NG x? NG

; donc f'(x) est du signe

de g(x),
c’est a dire positif f'(x)=0pour tout x € ]0;+oo[ ; fest donc strictement croissante sur

X € ]0;+o0] .

c. lim (f(x)—x)=lim 2Inx

X—>+00 X—>+00 X

=0, donc la droite d’équation.y = X est asymptote a la courbe.

Pour x <1 la courbe est au-dessous de A , et pour x >1 la courbe est au-dessus de A

Car (f(x)-x) dusigne de InTx

d. (C) admet en A une tangente de coefficient directeur 1 ssi* f'(x,)

2 N2
< X, +2-21n%, =X,

<2-2Inx,=0
<Inx, =1
S X, =€

m f(x,)=14 (e)=e+m=e+§=3,45

T: y=

/

S
726
7

[
il

3. Il faut calculer Ile( f(x)- x) dx
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i At g 2t i i i i

= Zfix In xdx = ZIle(In x)' x In xdx

e

=2E(In x)z} =1

1

4. La fonction f est continue, strictement croissante, sur |0;+o[ , ¢ ’est donc une bijection de 0;+oo[
sur IR . Il existe bien un réel x, appartenant a ]0;+oo[ telle que : f (x,)=0 .
De plusona:

2In1
mf l :l+ 2=l—4ln2<0
2) 2 1 2
2

2In1
+ — =

m f(1)=1 1>0

2

Par suite d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires > <X, <1
Exercice

_ : s : f(x)=x|n[l+i2j six >0
On considere la fonction f définie sur I'intervalle [0; +oo[ par.: X

f(0)=0
On note (C) la courbe représentative de f.dans®n repere orthonormé (O;T;]) (unité graphique: 5¢cm ).

Le but du probléme est d'étudier certaines propriétés de la fonction f .
Partie A :
Etude d'une fonction auxiliaire

2
x?+1

On considére la fonction g définie sur I'intervalle |0;+oo[ par : g(x)= In(1+ %J—

1. Calculer la dérivée g'de g.

2(x*-1)
Montrer que pour tout X'de ]0;+oc[, g'(x)= ———=
X(x* +1)

2. Etudier le signe de g'(x)selon les valeurs de x.

Puis_calculer XILng(X) etXILrglg( ) -

3. Dresser le tableau des variations de g.

4. En déduire qu'il existe un unique nombre réel & >0tel queg(a)=0 .
Vérifier que :0,5<a <0,6 .

Déduire des questions précédentes le signe de g (x)sur I'intervalle ]0; +ocf .

On ne demande pas de construire la courbe représentative de la fonction g.
Partie B :
Etude de la fonction f
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M
Y
NGWYGY

1. a. Calculer lim xf (x) (on pourra poser X :% ).

X—>+00

LD
e M R

Y
GG

b. En déduire que lim f(x)=0

X—>+00

Iy
i
Y

Montrer que pour tout x de ]0;+ec[ ,ona: f'(x)=g(x) .
Dresser le tableau de variations de f sur ]0;+oo] .
2. Etude defen0

a. Montrer que lim xln(1+i2j =0.
X

x—0"

Que peut-on en conclure ?
b. Etudier la dérivabilité de f en 0.
c. Préciser la tangente a la courbe de f au point O.
3. Donner [’équation de la tangente au point d’abscisse 1.

4. Donner I'allure de (C).

Correction

1. a. g est dérivable comme somme de fonctions dérivables.

RS
%,

N
i

En effet la fonction X - In (1+ _Zj est derivable comme compaosée de fonctions dérivables, de
X

méme que

la fonction x > ——— . Et pour tout X € ]0;+o6[*; on a:

X +1

YY"
R PRRC ERR RRRL R PRR RRRC ERRC PR PRRC AR RRRCOERRC BRRC PRRCOPRRLRRRC RERC PRRCORRRC RRRLORRRC RRRC PRRCORRR RRRCOBRRC RRRC RRRCORRRL RRRC RN BRR
By MR MR MR PR PRARL MR, MEERL MR PR, PRER, MEER, MEERL MR, PR, PRER, MEER, MEAR, MRER, PRER, MRER, MEER, MR, MRARL PRER, ARER, MEER, MR, MR, PRER, MEER, MEER, MR, MR

Rooh R R R R NN
TN ..

x,
N
12,

9'(x)

Y

YT
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2,

LD
h M R R iy
Y
B0, MEN M, MR,

By
X
NIV

i
Y

signe de
g'(x)est celui de (x—1)ona:

msi0<x<1, g'(x)estnégatif ;

msix>1, g'(x)est positif.

2. lim g(x) = lim In(1+x—12j— x22+1 =0 (car lim iz=0)

X—>+00 X—>+00 X—+0 X

. . 1 2
3. XILrpg(x)_lerg\ In(1+7j—x2+1

On pose : X :izona: X—>0"= X —>+o0 ; donc:
X

. . 2
im g (x)= lim | In(1+X)-—7=—

—+1
X

RS
%,

= lim (In(1+ X)—lz—xxj = 400
X—>+00 +

(car Iimﬁzz et) limIn(1+X) =+

x—+0 X 47 X—>-+00

4. a. Tableau de variation de g .

BB R R AR R R R A R R R R AR R R R A AN A KK
R PRRC EER BRRL R PR RRRC PRRC AR RRRC RRRC PRRCRRRCORRLORRRCORRRC PRRCORRRL RRCORERC BRRC RRRCORRRLORRCOPERC BRRCOPRRC RRRLORRRC RRR RRR PR
PR, MERRL PRER MRAR, PRRD, MEERL PRER, MRRN, MEAR APARL PRERL PRER, PRMN, MERR ABAR, PRER, PRER MRRAL MEAR MBAR, PRER PR MRRE AR MPAR, PRER, PRR MRRR AR MPAR, PEAR,

12,

Y

ROoR R R R R R N N
TN ..

N

S

e S MR MR MR SR B A MR S SR B Mh MR S SR B Bh MR M )
IV VY VS YO Y VO VO VY T YO Y VO VY VR VY YO Y VO VY I YO Y YOI 1 T VI Y VRIS TR Y T T W T T VO W W T Y VY

20,3

»g(1)- |n(1+1lj_12_2+1: In(2)-1

4. b. Lafonctien g est continue et dérivable sur ]0;1], de plus elle est strictement décroissante sur cet

intervalle.'On a g(]0;1]) =[-0,3;+oc[ , et comme 0 &[-0,3;+0[ donc il existe une valeur a € ]0;1]
telle qlieg («)=0 . Ona g(0,5)=0,009438 et g(0,6)=-0,141452 donc comme g est décroissante,
alorsd’apréesle TVIona:0,5<a<0,6 .

hoobho bR A A A A A A A A A A A A A A M
R RARRCRRCORRCORRCORRCORRCORRC RN ORRCORRC ARG RRCORN RN RN OR
n PR RRRG RRRL R RRR MR R AR RRR MR MR RN MR BRR MR MR

5. mPour 0<x<a , g(x) est positif ;

& Pour x>« alors g(x) est négatif.
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L a.. limxf (x)= lim| ¢ In[ 14 =

X—>+0 X—>+00 X

X

On pose : X :izona: X—>+0o=>X —0" ;donc:
X

. . In(1+ X
lim xf (x)= lim

X—>+0 X—0*

Donc: lim xf (x)=1

X—>+00

b lim xf (x)=1= lim f(x)= Iimi—O.

X—>+00 X—>+00 X—>+00 X

Donc: lim f(x)=0

X—>+00

2. f'(x xIn 1+i

X

1 ¥
Z +1In 1+7

=X|In| 1+

=1In 1+i 5
X X“+1
Dol : Vx e |0;+00[ ; f'(X)=g(x
Tableau de variation de f
X 0

f'(x
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2,

N

h M R R iy
Y
B0, MEN M, MR,

By
X
NIV

i
Y

0
& lim f(x)= Im{xln(h—}

x—0* x—0

x2+1
= lim (xln

x—0" 2

xln(x2+1 xln(xz))

= lim (xln(x2 +1)—2x|n(x)) =0

x—0"

(Car  lim (xIn(x*+1))=Oet lim 2xIn(x)=0)

x—0*

3.a. lim f(x)=0(Voir la question précédente)

x—0*

b. f dérivable a droite en O si et seulement si lim M estfinie.

x—0* X—

wtim T PO |n(1+i2j — 400

x—0* X— x—0"

RS
%,

La fonction n'est donc pas dérivable a droite en:Q.; et sa,courbe admet une demi-tangente
verticale
dirigée vers le haut a droit du point dabscisse 0.
c. La tangente en O a f est verticale. Son‘équation.est x =0.

4. La tangente au point d'abscisse 1 a padr équation : y = f'(1)(x—1)+ f (1)
® f'(1)=g(1)=In(2)-1 » f(l):lxln(1+1£2jzln2

Dot : y=(In(2)-1)(x£1)+n(2)=(In(2)-1)x+1
Construction de la courbe de:f

BB R R AR R R R A R R R R AR R R R A AN A KK
R PRRC EER BRRL R PR RRRC PRRC AR RRRC RRRC PRRCRRRCORRLORRRCORRRC PRRCORRRL RRCORERC BRRC RRRCORRRLORRCOPERC BRRCOPRRC RRRLORRRC RRR RRR PR
PR, MERRL PRER MRAR, PRRD, MEERL PRER, MRRN, MEAR APARL PRERL PRER, PRMN, MERR ABAR, PRER, PRER MRRAL MEAR MBAR, PRER PR MRRE AR MPAR, PRER, PRR MRRR AR MPAR, PEAR,

12,

D AR RN RN BN BN MR
Y

4
pes
4
pes
4
pes
4
pes
4
pes
4
pes
4
pes
4
pes
4
pes

N

Y

D SR MR MR MR SR B A MR MR SR SR MA MR MR R B B Mh Y
IV VY VS YO Y VO VO VY T YO Y VO VY VR VY YO Y VO VY I YO Y YOI 1 T VI Y VRIS TR Y T T W T T VO W W T Y VY

Sob Bob oBob bR B A R A R AR B AN

Remargue :
On avu dans la partie A queg'(1)=0 , org’(1)= f"(1), c'est-a-dire la dérivée seconde de fen 1 ;

la courbe admet un point d'inflexion pour x =1.
www.guessmaths.co E-mail : i il. whatsapp : 0604488896



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

R S D S SRR ST
Ry N3 Ny Wi Wy Wgg Ngg N Wgp WGy NG Ng N3 WGp WGy Ngp Ny Ny W Wgp N Ny N W W Ny Ny Ny Wy N Y R NG N S wn W
NN WM H RIS S U S

: 0604488896

whatsapp

£
o
S
‘T
£
O}
S

abdelaliguessouma

E-mai

WwWw.guessmaths.co



http://www.guessmaths.co/
mailto:abdelaliguessouma@gmail.com

