LIMITES ET ASYMPTOTES
Chapitre 11

‘ 1. Comment retenir les limites des fonctions de reférence

Méthode
Inutile de les apprendre par coeur. Il suffit de comprendre.

Pour cela, garder en téte que lin|1 f (x) est le nombre vers lequel se rapproche f (x) lorsque x se
X!

rapproche de !.

Exemple

. ) .1 ) :
Donner les limites suivantes: lim — ; lim \/; et lim x°

x40 X—>+0 X—>—0

Solution

.1
& Ona: lim —=0.En effet, si x prend des valeurs de plus en phus grandes(qui tendent vers + )

X—>+00 X

par exemple 10 ;100 ;10000 ;1000000 ; alors 1 vaut tour a tour
X

0,1;0,01;0,0001, 0,000001. D ou plus x grand;, plusl se rapproche de0.
X

& Ona: lim Jx . Pour le voir, il suffit d’imaginer x qui tend vers +,

prenant pour x successivement les valeurs 4 ;9 ;16 ;100 ;10000.. alors Jx prendra les valeurs
2,3,4,10.,100, .. Donc plus x devient grand, plus Jx grandi.
& Pour terminer, lim x* . Ici, si x prend pour valeurs respectivement -10 ;-100 ;-1000 ;-10000,

X—>—00
on constate que X lui prend respectivement les valeurs -1000 ;-100000000... ...
Donc plus x devient grand négativement, plus x° grandi aussi négativement.

2. Comment lire graphiquement lim f (x)

x—a

Méthode
On prend x de plus en plus proche de a et on regarde vers quelle valeur f (x) se rapproche

3. Comment calculer une limitelim f (x)

Meéthode 1
On remplace tous les x par adans [’expression de la limite a calculer.

Exemple
Calculer lim(x2 +3x+ 6) .

x—0
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. 2 2
Ona: hm(x +3x+6)=0 +3x0+6=6
x—0

Méthode 2
Si f est ume fonction polynome et six —> o , alors on calcule la limite de son terme de plus haut degré .

Exemple
Calculer lim (x2 +3x+ 6) .

Solution
On cherche la mite d’'un polynomes en—oo . Il suffit de calculer celle de son terme de plus haut
degre. On a donc : lim <x2 +3x+ 6) = lim (xz) =400

X—>—00 x—>—0

Autre méthode (On peut factoriser par la puissansse de x la plus grande) ;ce qui est plus long :

lim (x2 +3x+6)= lim x? (1+§+%j=+oo

X X

(Car lim E=Oet lim iz0

X—>—0 x X—>—0 x2

Méthode 3

Si f est une fonction rationnelle (quotient de deux polynomes) et si x —> 0, alors on calcule la limite
du quotient des termes de plus haut degre (On peut factoriser par la puissansse de x la plus grande au

Meéthode 4

En présence de \x etde x" , lorsque x tend vers x — o ,on factorise.

Exemple

Calculer les limites suivantes : a) lim (—4x3 —x? +3\/;—1) b) lim ( > x—2;/5_ ZJ
X0 A2l X" —x+4x —

Solution

a) Ona: lim (—4x3—x2+3\/;—1): lim x* (_4_l+3ﬂ_iJ

X—>+00 X—>+00 x x3 x3

| X
Or lim—=0 ; lm——hm =0et lim —
X—>+00 x X—>+0 X—>+0 x2 ’ X—>+00 x

X—>+0 3 3

On en deduit que : lim (—4 —l+ 3£—L] =—4
X X X

on obtient finalement lim (—4x3 3 +3x - 1) = lim x’ [—4 —l+ 3£

X—>+0 X—>+0 X X

X—>+0

5
x|1-2—
b)l( x=2Jx J=lim { al

5S¢ —x+4Jx -2 4\/3 2
xX X
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. x
X 5—1+4\/2;—22
x  x° x

Or: limﬂz lim \ﬁzo ; limif: lim ‘/izzo ; limLz=O et liml=
x40y x40 \| x x40y x40 \[ x X+ X x40 x

Jxoo2

On en déduit que lim 1—2£ =1 et lim 5—l+4—2——2 =5
X—>+00 X X—>+0 X X X

. . 1 x 2
Par suite : lim x 5——+4£2——2
X—>+00 x x x

=40

x—2\/;

Ce qui permet de conclure que : lim =0
ool 55— x+44x =2

Meéthode 5

En présence de racines carries, si x tend vers ['infini et que [’on débouche sur la forme indeterminée
"oo—" | alors on utilise la méthode du conjugué en multiplant et divisant par [’expression
conjuguée

Exemple
Soit f(x) =\x'—1-x et g(x) =~x* =2 —x+1 Calculer les limites suivantes:

@) lim f(x) b) lim g(x)

X—>+0 X—>+0

Solution

a) Ona: lim f(x)= lim v/x* —1—x

(\/xz—l—x)(\/xz—ler)
= lim
X—>+0 \/x2—1+x

R-1-R

X —1+x
-1

¥ —1+x

Comme lim \J/x* =1+ x =+

X—>+0

= lim

X—>+0

= lim

X—>+00

on peut conclure que xlirgo f ( ) =0

b) pour xlirizo g(x) on proceéde de la meme facon en choisissons convenablement le a et le b dans
le prduit des conjuguées (a — b)(a + b)

g (x) = \/)Czj -x+1

a b
(Vi =2 =(x=1))(V =2+ (x-1))
\/x2 -2 +(x —1)
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_ )c2—2—(x—1)2
Vo2 (x-)
_>2\—\)}2\+2x—3
24 (x-1)
B 2x-3

- VXt =2 +(x—1)

En essayons de calculer la limite de g(x) sous cette forme on trouve toujours une forme

indéterminée ; alors il faut en plus transformer l’expression en factorisant le numérateur et le

) 3
X

1—2+(1—1J
X X

=1(car: lim E=O donc lim 2—322 et
X—>+00 X X—>+0 X

dénominateur par x puis simplifier. On obtient : g (x) =

3
X

Donc : lim g(x)= lim
—— +(1

1
X
liml= limg=0 donc : lim 1—£+(1—lj=2)

X—>+00 X X—>+00 X X—>+0 X X
Remarque :
. 2 N gre L. . , 2 ..
Quand on factorise par x~ a l’intérieure d 'une racine carrée ( \ax™ —b ) au voisinage de
infinie on fait apparaitre |x| a extérieure de la racine ( |x| a——5 ) et suivant le voisinage
X

+00 ou —oo on obtient respectivement x ou —x .

Méthode 6
Si la fonction est un quotient qui, pour x tendant vers un réel a. donne la forme indéterminée

"6" alors on utilise la définition d’'un nombre dérive.

Exemple

. ' 2 _ _
Calculer a)lim S b) lim Nx =372 ¢) lim
=0 x =3 x+3 x—1

, x)—f(a
On va mettre les limites a calculer sous la forme 11rnM
X—a x —_ a

Alors si la fonction f est dérivable en a cette limite est égale au nombre deérivé en a .
a) Soit f'la fonction définie sur IR par : f (x) =sinx , fest derivable en 0 ; et

£(0)=(sin) (0)=cos0=1

: o (o
Comme Tim 3% — jp S0X =800 _ o f (x)-/(0)
=0 x x—0 x—=0 x>0 x—0

Solution

Alors Tim 3% = £(0)=1

x>0 x
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b) Soit f la fonction définie sur IR par : f (x) =~x> =5 ; festdérivable en -3 ; et

— =~ donc f'(-3)=——
Vx* =5 () (—3)2—5

) x —=5-
Comme llm ———— =
x—-3

!

f(x)=(Vx =5) =

Alors lim
c) Soit f la fonction définie sur IR par : f (x) =x+8 ; festdérivable en 1 ; et

f'(x)z(ﬁ)':ﬁ ;done f'(1) = !

Comme Tim Y¥+8=3 i /()= (1)
x—>-3 x_l x—0 x_l

\/x+ -2 1

Alors }Lm3 =f' ( )

Meéthode 7

Si fest la composée de deux fonctions ( f=uo v) alors:

& On calcule limv(x) =b

X—>a

& Ensuite limu (X) =@
X—b

& On conclut, d'aprés le théoréme sur la limite de composes de fonctions, que : lim f (x) =c.
X—>a

Exemple

2 _ z(x* =1
Calculer @) lim cos[”"zﬂJ b) hm( al llJ ¢) limsin (1)
X

X—>—00 x—>-1" X — X—>—0 X2

Solution

On cherche des limites de composées de fonctions

_ 2
a) Pour lim cos (MJ

X—>—0 x2

On procéde comme suit:

p— 2 P—
D’une part lim [MJ 3ﬂ>\
X—>—0 2x x—)—oo 2>\
JE

. kY4 ) . 3z
D’autre part : 11n31 cos(X) = COS(_TJ = 5 (Car la fonction x +— cos x est continue en ——-)
T

2
T
(1+x—37rx2)_ JE

257 2

On conclut que 1lim cos
X 2

x -1
b) Pour hm[ J
>V x—1
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On procéde comme suit:

2_ +1
(x IJ: lim m: lim (x+1)=0
x—1 x—>-1" );,/1 x—>—1"

D’une part lim

x—>-1

D’autre part : lim (\/} ) =0

X—>0"

2
. x -1
On conclut que lim
x—-1" xX— 1

Méthode 8
Si I’on peut obtenir un encadrement de f au voisinage de a, c'est-a-dire g (x) <f (x) <h (x)

pour tout x proche de a et silim g (x) = limh(x) =b , alors on applique le théoréme des

gendarmes: li_r>n f (x) =b

Exemple

Calculer : a) lim cost b) lim M
t—>+0 t 00 1+ ¥

Solution

. cost . : : :
— Pour lim on constate que lim cost n'existe pas. L'approche direct ne fonctionne donc

t—+00 t t—+0

pas. 1l va falloir s'y prendre autrement.

I cost 1
Tout d'abord, on a : —1<cost <1 pour tout t >0 donc: ——<——<—
t t t

R S|
D’autre part, lim—-=lim-=0
t—>+0  f t—>+o f
cost

D’apres le théoreme des gendarmes, on a : lim ——=0
t—>+0 t

— Pour lim ——Sx—sm(Zx)
x>0 l1+x
Aussi, on remarque que lim sin(2x) n'existe pas
—5x —sin(2x)
1+x
1< sin(2x) <1 pour toutx € IR —{—1} - D’ou
—1<—sin(2x) <1= -5x—1<-5x—sin(2x) <1-5x , pour toutx € IR—{-1} et
1-5x < —5x—sin(2x) < —1-5x
x+1 x+1 x+1
1-5x —-1-5x _

Comme lim = lim
oo x4+ o x ]

Procédons a un encadrement pas a pas de

car au voisinage de —© (x + 1) est strictement négative.

-5

—5x —sin(2x
D’apres le théoreme des gendarmes, on a : lim 1—() =-5
X—>—0 —+ X
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Méthode 9
Sil'on a f(x) > g(x) pour tout x proche de a et lim g(x) =400, alors on conclut que

X—>da

lim £ (x) =+

De méme si | (x) <g (x) pour tout x proche de a et lim g (x) = —00,alors on conclut que

lim f(x)=-o0

X—a

Exemple

Soit f(x) =05 oy
X

1 .
Montrer que : f(x) <2x—— pour toutx <0 , puis en déduire lim f( )
X

X—>—00

Solution

Procédons par équivalence

1 cosx 1 L e e
Pour x<0,o0na: -1<cosx<l< —< <—— (x est négative donc l’inégalité change
X X X
d’ordre en divisons par x)
1 cosx 1 1 cosx 1
—< <——&& 2x+—X< +2x<2x——
X X X X X X

1 ]
I'inégalité qui nous interresse

) 1
Comme lim 2x ——=—0
X—>—00 X

On peut donc conclure, grace au théoreme de comparaison, que lim f ( ) =—00

X—>—0

4.comment interpréter graphiquement une limite

Méthode
On l'interprete en terme d’asymptote

& Si lim f (x) =10 oua € IR , alors on conclut que : C, admet une asymptote verticale

X—>a
d’équation x =a

&/ Si lim f (x) =b, oub e IR , alors on conclut que : C, admet une asymptote horizontale
X—>to0

d'équation y = b au voisinage de F© .

& Si lit}rl00 f (x) -y =0 avecy=ax+b , alors C, admet une asymptote oblique d'équation
XX

y=ax+b au voisinage de ¥ .

AR
Exemgle

Calculer les limites suivantes et donnez-en une interprétation graphique:
x+5-x . —4x+5 4x* +9x+5

b) lim ——— c)xlirilf(x)+(4x+l) ou f(x)=

x> —]14+5x —x x+2
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Solution

. x+5-x .
a) Pour lim =——— :Ona: lim x+5-x°
x—>-2" 2 + X x—>-2"

2).
Et lim 24+ x=0 (carx<-2).

x—>-2"
. \ . L . . x+5-x"
Donc en appliquant les régles de quotient des limites ; on obtient : lim BT =+400.
x—>-2" + X
Interprétation géométrique :

C, admet — la droite d’équation x =—2 comme asymplote verticale.

2
b) Pour lim 4x—+52
xo= —] 4+ 5x—Xx

. —4x’+5 . —4xX
En utilise la régle du plus haut degré ; on obtient : lim x—+2 = lim >\ =4
T

Interprétation géométrique :
C, admet au voisinage de — la droite d’équation y =4 comme asymptote horizontale.

2
¢) im f(x)+(4x+1) ou f( )=—4x+—9;+5
X—>+00 x+

pour calculer cette limite il suffit de trouver une expression simplifier de

£ (o) (4 1) =B HOxHS

0 +(4x+1)

2
On peut d’abord montrer que : f ( ) = A A0S = —(4x + 1) _3 par une division

x+2 x+2
euclidienne de 4x* +9x+5 par x+2 ; on obtient :

3 3 . 3
f(x)+(4x+1)=—N—x+2+N=—x+2 “ xlggo_x+2 =0

Donc : lim f(x)+(4x+1):0.

X—>+0
Interprétation géométrique :
C, admet une asymptote oblique d'équation y = —(4x+ 1) au voisinage de +.

5. Comment montrer que la courbe représentative d'une fonction f admet une asymptote
verticale

Méthode
On choisit une valeur interdite a € IR de [ (cad une valeur ot f n’est pas définie) et on calcule

lim f (x) pour trouver +0 ou —o0. Dans la plus part des cas cette limite se calculera a droite et a

X—>a
gauchede a .
On conclut que la droite d'equation x = a est une asymptote verticale aC .

g N
Exemple

Soit la fonction f definie sur ]—00;4[ U ]4; +oo[ par: f( )=

X’ +x—6

4-x
Montrer que f admet une une asymptote verticale dont on précisera une éequation.
Solution
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Comme 4 annule le denommateur de f (x) onn heszte pas : on calcule lzm f(x)

Ona:limx’+x—6=14 etlim 4—x=0 . Donc limf(x) = oo (celon si cette limite est a droite
x—>4 x—4 x—4

ou a gauche de 4.

Interprétation géométrique :

Des deux deniers résultats, on déduit que la droite d'equation x =4 est asymptote verticale a la
courbe représentative de la fonction f .

6. Comment montrer que la courbe représentative d'une fonction f admet une asymptote
horizontale

Méthode
On calcule lim f (x) ou lim f (x) pour trouver un réel b.
X—>—0 X—>—00

On conclut alors que la droite équation y = b est une asymptote horizontale @ C , au voisinage de —

ou au voisinage de +0 .

Exemple

Soit x> HL définie sur IR.
3x* +7

Montrer que C, la courbe représentative de f, admet en —o une asymptote dont on précisera

une équation.

Solution

24 x—x° B

En utilise la régle du plus haut degré ; on obtient : lim f ( ) = lim 17
X—>—00 X—>—00 X+

On peut donc conclure que C, admet une asymptote verticale en —ood’équation y =——

7. Comment montrer que la courbe représentative d'une fonction f admet une asymptote
oblique

Méthode
On trouve xlilllw f (x) =0,

On montre que lim f(x)—y=0 ou l_i)I}rlwf(x)—y=0 avec y=ax+b

On conclut alors que la droite d'équation y = ax + b est asymptote oblique @ C , au voisinage de +0

ou au voisinage de —0 .

Exemple

Lo 2x” —6x+5
Soit f'la fonction définie sur IR —{1} par: f ( ) —
x f—
, . , c
a) Déterminer les réels a, b et c tels que f (x) =ax+b +—1 .
x f—
b) En déduire que la courbe représentative C, de f admet une asymptote oblique dont on
précisera une équation.
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Solution
c ax(x—1)+b(x—l)+c
a) Pour toutx #1 ,ona: ax+b+ =
x—1 x—1
B ax’ +(b—a)x+(c—b)
- x—1
a=2 a=2
En identifiant les deux expressions on obtient :{ b—a =—-6 = b =—4
c—-b=5 c=1
1
x-1

) 1 )
Et comme lim —— =0 ; alors xllglwf(x)—(2x—4) =0

x—>to0 x_l

Done f (x)=2x-4+—— ;i f(x)-(2x-4)=
o

On conclut que C admet la a’roite(A) d’équation y =2x—4 comme asymptote oblique au

voisinage de too .

8. Comment étudier la position relative de Cy et d'une droite D qui lui est asymptote

Méthode
On calcule f (x) —y ;ou y=ax+b estune équation de la droite D.

On étudie ensuite le signe de f (x) — Y (a l’aide d’un tableau de signe)
On conclut que C  est au-dessus de D sur Intervalle ou f (x) —y2>0etque C  est au-dessous de D

sur ['intervalle ou f(x) -y<0

Exemple
Dans l'exemple précedent, étudier les positions relatives de C, et de la droite(A) d’équation

y=2x-4

Solution

On a montré que pour x #1, f(x)—(2x—4) :Ll
x_
Etudions le signe de f(x)—y avec x#1 : f(x)—yestdu signe dex—1

Or x—1>0 pour x>1 et x—1<0 pourx<1
On peut donc dire que :

sur ]1;+00[ s f(x)—-y>0
Ce qui signifie que sur [’intervalle ]1; +00[ C, est au-dessus de D.
Et sur ]—oo;l[ s f(x)—y<0

Ce qui signifie que sur [’intervalle ]—00; 1[ C, est au-dessous de D.
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