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     Série d’exercices sur « limites et continuité »       

                                       2éme Bac SM 

Exercice 1 : 

Calculer les limites suivantes : 

► 
2 2 1 2

lim
1 3x

a x ax

a ax

  

 
  où a 

                  ► 
3

lim

1
x

x

x x x x




   

 

► 
30

tan tan sin sin
lim
x

x x x x

x x


                            ► 

2

0

1 cos
lim

1 cosx

x

x




 

►  
4

lim tan 2 .tan
4x

x x






 
 

 
                                 ► 

2
lim .cos

1x

x
x

x 
 

► 
1

sin cos
2

lim .
1x

x

x





 
 
 


                                          ► 

 
0

sin cos
lim .
x

x

x




 

► 

3

sin 3cos
lim

3
x

x x

x
 





                                           ► lim
n n

x a

ax a x

x a




    où a  

► 
 

1

1

1
2

2 2

lim
3 1

n
k n

k

n
x

x

x








 

 


                                         ► 

4 1

3 2
1

3 2 4
lim

1

n

n
x

x x x

x






  


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Correction 

► 
2 2 1 2

lim
1 3x

a x ax

a ax

  

 
  où a 

  

Pour 0x    et 
3 1a

x
a


 ; on a : 

2 2 2 21 2 1 2

1 3 1 3 1 3

a x ax a x ax

a ax a ax a ax

    
 

     
 

                                                                                     
2 2

1
1

2

1 3 1 3
1

ax ax
a x

a a ax
ax

ax ax

 

 
  

    
 

 

 

                                                                                     
2 2

1
1

2

3 1 1 3
1

ax ax
a x

a a ax
ax

ax

  

 
   

  
 

 

                                                                                     
2 2

1
1 1

2

3 1 1 3
1

a x

a a ax

ax

 

 
   

 
 

 

Donc 
2 2 2 2

1
1 1

1 2 2
lim lim

3 11 3 1 3
1

x x

a x ax a x

aa ax a ax

ax

 

 
    

  
       

  

 

Et 
2

lim 0
1 3x a ax

 
 

  
 ; 

2 2

1
lim 1 1
x a x

   ; 
3 1

lim 0
x

a

ax

 
 

 
 

Alors 
2 2 1 2

lim 2
1 3x

a x ax

a ax

  
 

 
 

► 
3

lim

1
x

x

x x x x




   

 

Soit 0x   ; on a : 
3 1

1 1

3 3

x

x x x x x x x x

x x




      


 
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1

1

3 3

x x x x

x x



  


 

 

                                                                     
1

1

3 3 3

x x x x

x x x



 
 

  

 

                                                                     
1

1 1

1

33 3
1

x xx x x

x x

x






 
  

 
 

 

Donc 
3 1

lim lim
1 11

1

33 3
1

x x

x

x x x x
x xx x x

x x

x

 




    


 
  

 
 

 

Or lim 1
3x

x

x



 ; 

1 1

lim 0
3

1
x

x x x

x






 
 

 

et
1

lim 1
3x

x

x





 

Donc 
3 1

lim
2

1
x

x

x x x x





   

 

► 
30

tan tan sin sin
lim
x

x x x x

x x


 

Pour tout 0
2

x ;
 

  
 

 ; on a :  sin 0x   et tan 0x   ; donc 
2sin sinx x  et 

2tan tanx x  

D’où 

3 3

3 3

tan tan sin sin tan sinx x x x x x

x x x x

 
  

                                                
   

3

tan sin tan sin tan sinx x x x x. x

x x

  
  
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   

3

tan sin tan sin sin tanx x x x x x

x x

   
  

                                                

 
3

sin
sin tan sin sin tan

cos

x
x x x x x

x

x x

 
    

   

                                                 

 
3

1
sin 1 tan sin sin tan

cos
x x x x x

x

x x

 
    

   

                                                 
  

 3

sin 1 cos tan sin sin tan

cos

x x x x x x

x x x

   
  

                                                
 
 

 
2

sin 1 cos tan sin sin tan

cos

x x x x x x

xx x x

   
   

                                                
 

2

1 cos sin

tan sin sin tan

1 cos cos

x x

x x x xx x

x x x xx x

  
           

   
 
 

 

Donc 

 

2

30 0

1 cos sin

tan tan sin sin tan sin sin tan
lim lim

1 cos cosx x

x x

x x x x x x x xx x

x x x xx x x x
  

  
            

   
 
 

 

                                              
 

2

0

1 cos sin

tan sin sin tan
lim

1 cos cosx

x x

x x x xx x

x x x xx x


  
           

   
 
 

 

Et 
2

0

1 cos 1
lim

2x

x

x

 
 

 
 ; 

0 0

tan sin
lim lim 1
x x

x x

x x  
   ; 

 0

1 1
lim

21 cos cosx x x


 
  
 
 

 

D’où
30

tan tan sin sin 3
lim

4x

x x x x

x x


   
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► 
 2

0

1 cos
lim

1 cosx

x

x




 

On sait que :  x   ;1 cos 0x   

Donc 
   

 

2 2

2

1 cos 1 cos

1 cos 1 cos

x x

x x

 


 
 

                             
 2 2

2

1 cos

1 cos

x x

x x


 


 

Et 
2

0 0

2

1
lim lim 2

1 cos1 cosx x

x

xx

x

 
 


 ; 

 2

2 2
0 0

1 cos 1 cos 1
lim lim

2x t

x t

x t 

 
   

D’où 
 2

0 0

1 cos 1
lim lim 2 2

1 cos 2x x

x

x 


  


 

►  
4

lim tan 2 .tan
4x

x x






  
  

  
 

On pose 
4

t x


   ; alors 0
4

x t


    et 2 2
2

t x


   

On a :    
0

4

lim tan 2 .tan lim tan 2 tan
4 2t

x

x x t . t


 




      
        

      
 

                                                     
 

 
0

1
lim tan

tan 2t
. t

t

 
  

 
 

                                                     
 

 
0

tan1 1
lim

tan 22

2

t

t
.

t t

t



 
 

  
 
 
 

 

Et 
   

0 0

tan 2 tan
lim lim 1

2t t

t t

t t 
   

Donc  
4

1
lim tan 2 .tan

4 2x

x x






  
   

  
 

► 
2

lim .cos
1x

x
x

x 
 

On sait que pour tout x  ; cos 1x   
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Donc 
2 2 2 2

cos 0 cos
1 1 1 1

x x x x
x x

x x x x
   

   
 

Et 
2

lim 0
1x

x

x



 

D’où 
2 2

lim cos 0 lim cos 0
1 1x x

x x
x x

x x 
  

 
 

► 
1

sin cos
2

lim .
1x

x

x





  
  
  


 

On a : 

sin cossin cos cos
22 2

=
1 1

cos
2

xx x

x x
x

 



     
     
      

  
 
 

 

Calculons 
1

sin cos
2

lim .

cos
2

x

x

x





  
  
  

 
 
 

et
1

cos
2

lim .
1x

x

x





 
 
 


  

● On pose : X = cos
2

x
 

 
 

 ; 1x  alors  0X   

D’où  
 

1 0

sin cos
sin2

lim . = lim 1

cos
2

x X

x
X

X
x



 

  
  
   

 
 
 

 

● On pose : X = 1 1x x X     ; 1x  alors  0X   

D’où  

 

1 0

cos cos 1
2 2

lim = lim
1x X

x X

x X

 

 

   
   

   


 

                                 
0

cos
2 2

= lim
X

X

X

 



 
 

   

                                 
0

sin
2

= lim
X

X

X





 
 
   
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0

sin
2

= lim
2

2

X

X

X







  
  
  

 
 
 

 

Donc 
1

cos
2

lim =
1 2x

x

x







 
 
 


 

D’où 
1

sin cos
2

lim =
1 2x

x

x







  
  
  


 

► 
 

0

sin cos
lim
x

x

x




 

Pour tout 0x  on a : 
   sin cos sin cosx x

x x

    
  

                                                           
  sin cos 1x

x

  
  

                                                           
  

 
 sin cos 1 cos 1

cos 1

x x

xx

 



  
 


 

                                                           
  

 
 

2

sin cos 1 cos 1

cos 1cos 1

x x x

x xx





  
  


 

Et ● 
  

 
 

0 0

sin cos 1 sin
lim lim 1

cos 1x X

x X

Xx



 

  
  


 

En posant  cos 1X x   ; 0x   alors  0X   

● 
 

2
0

cos 1 1
lim

2x

x

x


  

● 
0

lim 0
cos 1x

x

x



 

Donc 
 

0

sin cos
lim 0
x

x

x




  
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► 

3

sin 3cos
lim

3
x

x x

x
 





 

Pour tout 
3

x


 on a : 

1 3
2 sin cos

2 2sin 3cos

3 3

x x
x x

x x
 

 
 

  

 

 

                                                             

2 cos sin sin cos
3 3

3

x x

x

 



    
    

    



 

                                                             

2sin
3

3

x

x





 
 

 



 

On pose : X =
3

x


  ; 
3

x


  alors  0X   

Donc 

3 3

2sin
sin 3cos 3

lim lim

3 3
x x

x
x x

x x
 



  

 
   

 

 

                                        
 

0

2sin
lim 2
X

X

X
   

Par suite 

3

sin 3cos
lim 2

3
x

x x

x
 






 

► lim
n n

x a

ax a x

x a




    où a  

On considère la fonction h définie sur  par :   n nh x ax a x   

H est une fonction polynôme donc dérivable sur  ; et  x   ;   1n nh x anx a    

Et   0h a    

On a : 
   

lim lim
n n

x a x a

h x h aax a x

x a x a 




 
 

                                  h a  
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                                 1n nana a   

                                  1 nn a   

Donc  lim 1
n n

n

x a

ax a x
n a

x a


 


 

► 
 

1

1

1
2

2 2

lim
3 1

n
k n

k

n
x

x

x








 

 


 

Pour tout n  ; on a : 
1

1

1

nn
k

k

x
x x

x


 


  

                                                 
1

1

nx x

x

 



 

(somme des n premiers termes d’une suite géométrique de raison x) 

Donc  
1

1 1

1

2 2 2 2
1

nn
k n n

k

x x
x

x


 




    


  

                                     
1

12 2
1

n
nx x

x




  


 

                                      
  1 12 2 1

1

n nx x x

x

    



 

                                      
 1 1 12 2 2 1

1

n n nx x x x

x

      



 

                                      
 1 1 1 12 2 2 2 2

1

n n n nx x x

x

        



 

                                      
    1 1 12 2 1 2

1

n n nx x

x

     



 

                                      
     1 12 2 2 2 1 2

1

n n n nx x x x

x

       



 

                                      
     1 12 2 2 2 1 2

1

n n n nx x x x

x

       



 

                                       
   1 12 2 2 1

2
1

n n n nx x
x

x

      
  
 
 

 

Et on a :          1 1
3 1 3 1 3 3 1

n n n
x x x x

 
           

                                         1
2 3 3 1

n n
x x x


         
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Donc 
 

 
   

      

1 1

1

1

1 12 2

2 2 2 1
22 2 1

lim lim
3 1 2 3 3 1

n n n n
n

k n

k

n n nx x

x x
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x x x x

 





  

     
    
 

        


 

                                          
   

      

1 1

12

2 2 2 1
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1 3 3 1
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n nx

x x

x x x

 



    


     
 

                                          
   

 

1

1

2 2 2 2 1

1 1 1

n n n n

n n





    


   
 

                                          
   

 

12 1 2 1

1

n nn

n

  
 


 

                                          
 

 

2 1 2 2 1

1

n nn

n

   
 


 

                                          
 

 

1 2 1

1

nn

n

 
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
 

► 
4 1

3 2
1

3 2 4
lim

1

n

n
x

x x x

x






  


 

Soit x 

  ; on a :  4 1 4 1 4 13 2 4 3 2 2 2 2 2n n nx x x x x x x             

                                                                         4 1 4 13 2 2 1 2 1n nx x x x         

                                                                     
4

4 1

0

1 1
2 1 2

3 2 1

n
n k

k

x x
x x x

x x





    
      

     
  

                                                                     
4 1 4

0

2
1 2

3 2 1

n n
k

k

x
x x

x x





 
    

   
  

Et  
3 1

3 2

0

1 1
n

n k

k

x x x






      

D’où : 

 

 

4 1 4

4 1
0

3 13 2
1 1

0

2
1 2

3 2 4 3 2 1
lim lim

1
1

n n
k

n
k

nn
x x

k

k

x
x x

x x x x x

x
x x







 



 
   

      


 




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4 1 4

0

3 1
1

0

2
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3 2 1
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n n
k

k

n
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k

x
x

x x

x










 
  

    
 
 
 




 

Or 
4 1

1

1
lim

43 2

n

x

x

x






 
 ;  

4

1
0

lim2 2 4 1
n

k

x
k

x n




   ; 
1

2
lim 1

1x x



et 

3 1

1
0

lim 3 2
n

k

x
k

x n




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Donc 
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