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Correction examen nationale 2021 Session Normale

GUBSSIRALRS 26me Bac SMA et B
Exercice 1.
—2&°
X)= +ux (VxelR
Partie I :
_ . —2&°
1-a) Ona: lim (ﬁ()c)—wx+2): IIW\[ X+MX—MX+2J
X—>+00 X—>+00 1+5
(—M + 2+25Xj
= lim -
X—>+00 1+ ¢

Done lim (ﬁ (x)—nx + 2) =0

X—>+00

ZLuterprétation graphigne

(CM ) admet la drofte d'équation y = ux — 2 comme asymptote oblique au voisinage de +o

b)Oona.e limf(x)= lim [1_26)( +MX]=—oo (car lim ¢"=0)
X—>—00 X—>—00 + £ X—>—00
£ (x 2
o [im ( ):Hm( 25X+/4j=/4 (car lim " = lim x¢* =0)
X——0 X ¥—>—o\ X 4+ XE X—>—00 X—>—00
. « -2¢"
. Xlew(ﬁ (x)—nx) = lemw(1+5X + 1K —ij
« —2c" o,
= lim - 1=0 (car lim e =0)
x—-o| 14+ £ X——0

ZLuterprétation graphigue

Ona:limf(x)=-0, lim ﬁ'(x):n et lim (ﬁ(x)—wx):o

X—>—00 k>0 ¥ X—>—00

Alors (CM ) admet, en —o , une asymptote (AM ) A'équation y = nx .

2- a) la fonction £, est dérivabvle sur R comme quotient et somme de fonctions

X

dérivables sur R et pour tout x e R ;ona: £/(x)= (1_ 5}( + W)‘j
te
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~ -2¢&" (1+ @)‘)+2@X x "

ey
_—2¢" - 26% + 26 "
(1+ 5)‘)2
__~% iy
(1+ 5*)2
) —2e°
Lonc (VXER) ﬁ (X) :m'i‘ﬁ

X 2_ X
b) Pour tout x eR ;ona: 1- 4e > = (1+5 ) 245
(1+5X) (1+5X)

4e*

Donc (VX € R) ; ( )
1+¢"

<1

2

c)® Pour n=0
Etudions les variations de fysur R

—2¢"
(l +ef )
Done £y est décroissante sur R

<0

Ona: (Vx eR): £(x)=

2

® Pourn=1
Etudions les variations de £, sur R

—2e°

Ona: (Vx eR): £1(x) =

2
(1 +c )
=£(x)>0
Done pour tout n 21 f, est strictement croissante sur R

3- a) Une équation de la tangente 4 la courbe (CM ) au point I dabscisse 0 ; est .
4, =1,(0)(x=0)+7(0)
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Done vy, =(W—%j)€—l

b) Calenlons £"(x)

Pour tout x €R ;ona: £'(x)= {( —2¢ )2 + MJ
1+¢*

B —2e° (1 +e* )2 +4¢ee” (1 + 5*)
(1+¢" )4
2¢* (1+ 5*)(—(1+ 5*) + 2@*)
(1+¢" )4
B 2¢* (5" —1)
(1+¢" )3
Done 1'(x) est du méme signe que (5* — 1) ; d'om tableau de signe de £'(x)

X —o0 0 +00
() — 0 +

Done £,"(X) s‘annule et change de signe en une seule valear qui est 0 ; ainsi le

point I est le seul point d'inflexion de la wmfk@(cw)

4- Construction dans le méme repere (0, i, f) des deux courbes (CO ) et (62 )

2

]
w
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5-a) Pour tout réel + >0, on a.: A(+) = J; £ (%) —(mx - 2)‘&/)(
—2¢"

,
:JO 1+¢

+ux —(nk = 2)|dk

2': 0
2(+—In(1+¢")+n2)
= 2((\/15* +lv12—lv1(l+ 5*))
:2(lm(25*)—lw(1+5+))

+

Done A(+) = 21\4( j em® ; pour tout + >0

l+e

b)ona.: lim A(+)= lim 2[\4( 2%]:2(142 (car lim ¢ = lim %:OJ

#—>+o0 +—>+00 1+e #—>+00 ot 2

Partie I :
Uy, =0

(M” )Mzo " {MM =£ (MM) (VneN)
1- a) On considere la fonction h(x)=f(x)—x
W est continue et dérivavle sur R ; comme somme de deux fonctions qui le sont.
Dune partona: W (x)=1£(x)—x
—2¢*

= -1
(1+5*)2

—(25* + (1+ 5*)2)

> <0
(1+5)‘)
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Done W est strictement décroissante sur R ; ainsi h est une bjjection de R versh(R)

n(R) = } i (£(x)=x), lim (£ (x)- x)[ = Jooo, o0

X—>+00
E+ 0 € |00, +x0| ; daprés le théoréme de la bijection Cquation h(x) =0 cid
(%) =x admet une unigue solution a dans R

b)Oona:(VkeR): o 7%’()()—%: ad 2_1

—45)‘+(1+ 5)‘)2
2(1+5”)2
X 2
L\ Vo
2(1+5)‘)

Do £1(x)2 _%

Dod (VxeR)

, 1
fo(x )‘ <5
2- a) fy est continue et dérivakle sur lintervalle [a,b] tel que a € |a, b etu, € |a,b| ;

7‘5’()()‘ < 5 done dapres linégalite des accroissements finis

Pour tout couple (x,y) e I% ;ona: ‘7@ (¥)-1£ (t/)‘ < %|X —y|

En particdlier pour (MM ; a) er’

ona.

() ~fola) <3

-

Dod (VneN):

1
MM—O{‘SEMM—a‘

b) Daprés la question précédente on a :
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En multipliant les membres des inégalités ; on obtient .

Mw—a‘ﬁéx%x-.-x%‘mo—a

nfols

u,— a‘ < (ljw ||
2

Mﬂ—a‘ﬁ(%j la| et lim (%) =0/mr—1£%£1}

n—>+00

Do (VneN)

¢)Ona.:(VneN)

Done (MM> est convergente et lim u, = a

n>0 n—>+0

Partie I11 .

On suppose que n > 2
1- a) On sait que pour tout entier n=>2, . est continue strictement croissante sur R

n

etf,(R) = } lim 7 (x); im £ (X)[ = ]-o0; 400 , ¢t 0 € J-o0;+o0]

X—>—00 X—>+00

Done d'aprés TV il existe un unique réel x, solution de [Cquation £,(x) =0

b) pour toutenticr n=2, Ona:f.(0)=-1 "ﬁ(x”)zo 5+7£”(1):1_25 T
+e
pantre par 1 © <1:>_—26>—2
1+e 1+e

:>_—26+14>/4—2>O
l+e

Done 1,(0) < £, (XM) <f (1)

Comme F. est strictement croissante sur R

Alors tout entier n=2, 0<x <1
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—2e"
1+¢&"

2- a) pour tout entiecr n=2 ;ona: fm()(ﬂ) +(n+1)x

n

=X, (mrﬁ(xw):Oj
Done 1,4 (XM) >0 (car daprés la question précédente x, >0 )
v) pour tout enticr n>2 ;ona. fM( ) >0 et f, ( M) =0

Done £, (XM) >f . (XM) ; Comme £, est strictement croissante sur R

n

On en déduit que - (Nn>=2) ; x, > X,

D'od la suite ( XW) est strictement décrolssante.
nw>

¢) la suite (XW) est strictement décroissante et minorée par O done elle es+

n=2

con \/Wgémm

X

n

3- a) Pour tout entier n>22 ; Ona.f, (XM) +uX,

1+e"
=% (x, )+,
Pone 1, (XM) = —uX,
Dautre part ona : 0< x, <1 et £, est décroissante ; alors :

ﬁ)(l)<7f)(x)<fo( ):>1i< —nx, < -1

+ ¢

2¢
=>1l<uk, <—

l+e
1 1( 25)
= —-<Xx, <
i 1+¢

b) Comme  lim 1 lim l(ﬁ) =0, alors lim x,=0,

n—>+0 [ >t p\ 1+ ¢ J—>+o0
Xy

—+uk, =0

n

o 0///41:6()(”)=0:>1_+5
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Xﬂ

= K, = — ¢t lim x,=0

1+¢&” #>too
Pone lim nx, =1

17—>+0

A4- a) Four tout entier n22 ; la suite (XW) est strictement décroissante

n=2

Lone X, < X,

0<x, <X, 0<(XM)MS(X2)M

0<x, <1~ i (x,) =0

n—>+00

b) Pour tout entier n =2 ; ona: {

= lim (XM)M =0

N—>+00

Exercice 2.

Solent a, b et ¢ 1rols nombres complexes non nuls tel que . a+ b # ¢
1-a) (E):2°—(a+b+c)e+c(a+b)=0

Le discriminant de (E) est
A=(a+b+c) —de(a+b)

=a*+ %+ % + 2ab + 2be + 240 — bac - A
=a*+b° + 2+ 2ab - 2be - 2ac
=P + VP +(=¢) +2ab + 2b(~2) + 24(~¢)
=(a+b-2)

Done (a+ b —¢) est une racine de A

D'od les solutions de (€ ) sont :

(ﬂ+b+&);(ﬂ+b—&):5 ot 2, :(ﬁ+b+&)42r(ﬂ+b—5)

Ainsi S = {(al =4J+ k);(z,z = é)}

=a+b

2‘1:

T
. /7
b)Ona:a=i, b=edetc=a-b
® 2, =ad+0b
.z
=/+e?

T TT

i— i—
=c?+¢?

3 63 [53)

=¢ ? |e¢ ? +¢ °?
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= 5% [5/17; + 5/1;[]
T /'Sl T T T
:2005(—j512 ona,0<—<= ;don OOS(_j>O
12 12 2 12

S

Done 2, = Zcos(ljéﬂ
12

0z, =ad—b

5z T -7
_ 5/§ [5/12 _ 5/12)
T /5i
= 2/'5’1\4(—)5 12
12
(St 7
= ng(ﬂ)g(ﬁ ZJ
12

Alx
=251m(£)5 12 onpz;0<£<£ ; done sm(l)>0
12 12 2 12

Sz

Pone &, = 25‘1\/1(1)5/12
12
2- Les points A(a), B(b)et C(¢) non alignes.

a) & Soit R, la rotation de centre P (p) et dangle % gui transforme B en A

T
=

Ona:R,(By=Aca—p=(b-p)c?
Sa-p=(b-p)i
Sa-p=ib—ip
S (i-Yp=ib-a
< 2p=(b—a)(-1-i)

S 2p=—ib+a+b+ia
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S2p=d+b+(a-b)i

® Soit R, la rotation de centre Q(q) et dangle (—%) gui transforme C en A

Ona: 720(6)=%}<:>ﬂ—4:(&—4)5_[2
Sa—qg=(c—q)x(-i)
S a-qg=(-lc+iq)
SA+i)g=a+ic
<29 =(a+ic)(1-/)
S 2d=a+ic—ia+c¢
S2g=a+c+(c—a)i

b+c¢ a

2

o D (d) le milieu du seqment [BC) ; done d =

b)Ona.e 2p=ﬂ+b+(ﬂ—b)/’<:>,b=ﬂ+b+(ﬂ_kj/

2 2
a+b (ﬂ—bj. a
Sp—d= f—=
2 2 2
o p- ——+(ﬂ_kj/
2
. a+c (c-a).
®2j=d+c+(¢c—a)i<q= +( J/
2 2
a+c¢ (c-a\. a
Sq—d= + -=
2 ( 2 j 2
<:>4—&/:—+(&_ﬂj/
og-d=2= o
2 2
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Lone 4_—%:/
%:1
¢) Ona d:/: 77
9= ar p=d =£[2 ]
? g-d) 2
PP =D

- ey
(76.77) = 2 [27]
Done le triangle PPQ) est rectangle isocéle en P.
3- a) ® E le symétrigue de B par rapport 4 P, Donc P est le milieu du seqment [EB]
Done 2p=2,+b
Dodz, +b=a+b+(a-b)ioze, =a+(a—-b)i
® F le symétrigue de C par rapport 4 @, Pone @ est le milieu du segment [CF |
Done 294 =2, +¢
Dod e, +c=da+c+(c—a)i< e, =a+(c—a)i
o Kle milieu du segment [EF) ; donc l'affixe de K est :
2k=z2_+z,
=a+(a-b)i+a+(c—a)i
=24+(c-b)i

Done k:ﬁ+é(5—k

D N

P_
4_

» ﬂ;h(ﬂ;b}_(ﬁ(a;m
“E ﬂ+;+((5 ﬁ)/(ﬁ(@?f}

a+b+(a-b)i—(2a+
—(2a+

b) Dune parton a:

=/ ; donc les points B, Q) et D ne sont pas alignés.

N

pantre part on a. P

a+c+(c—a)i
_ (b—a)—(c—a)i
(¢—a)+(b—a)i
((e=a)+(L-a)i)i _
(¢—a)+(b-a)i
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q—k
p—k
poi P A7 g

q4—-d p-k
Far suite les points K F, & et P sont cocycligues.

EXxercice 3.

Fartie I :
(E):47x-43/ =1
1-Ona:47x11-43%x12=47%x11-43x11-43
=4x11-43=1
Done le couple (11,12) est une solution particulicre de I'équation (€)
2- Soit (x,y) solution de l‘équation (E) et (1L,12) solution particuliere de 'équation (€)

Done =/

% re—a3=1 47(x —11)—43(y —12) = 0
P 47 x11-a3x12 =1 VI ~ ALy =12) =

= 47(x —11) = 43(y —12)

— 43\ 47 (x —11)
Et comme 43 AT =1 ; done d'aprés le théoréme de GAUSS : 43\ (x —11)
Pone x =11+ 43k ou k € 7.
Et 47(x —11) = 43(y —12) = 47 x 43k = 43(/ —12)

= 47k = (v —12)

=y =12+47k ot k eZ.
Pone y =12+ 47k od ke Z.
Reciproquement soit ¥ =11+ 43k ety =12+ 47k od k € Z.
Ona.:47(11+43k)—43(12 +47k) =47 x11-43 x12 =1

(car le couple (11,12) est une solution particuliére de [Cquation (€))
Done le couple (11+ 43k;12 + 47k ) od k € L est solution de ['équation (E)
Far suite l'ensemble des solutions de ‘équation (E)dans Lx L est:
S ={(11+43k;12+47k) [ k e Z}
Partie 1L :
(F): x*™ =4[43]
1- Soit x € L solution de I'équation (F)
a) On pose 4 =43 A x

Ona:x*=4[43|= (IkeZ) x" =4+43k

A\x  |d\x* “
E+{d|43:>{dl43:>d\4—(x — 43 )
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Done 4 € (12,4} et comme 2\43 ot 4143

Alors 4 =1

Dod x et 43 sont premiers entre eux.

Et daprés le petit théoréme de FERMAT on a : x* =1[43]
x* = 4[43] {x x x* = 4x[43]

Jena {x“z =1[43] | x*=1[43]

{x“z = 4x[43]
x* =1[43]
= 4x = 1[43]
De plus 4x =1[43] = 11x 4x =11[43]
= 44x =11[43] et comme 84 et A3 sont premiers entre eux.

On dédnit que : x =11[43]
2- Done toute solution de (F) s‘éerit sous la forme 11+ 43k ;o k €7

Reéciproquement on 4 : x =11+ 43k = x =11[43]
— 4x =1[43]
—x=1[43]  car4n43=1
= x* = 4[43]

Done 11+ 43k ; ovd k € I est solution de de [Equation (F).

Far suite lensemble des solutions dans T de Iequation (F)est S = {11+ 43k od k e 7}

Partie IIL .

x* = 4[43]
(S)iy w _
x* =10[47]
1- Solt x une solution du systéme (S)
a) Alors on a.: x* = 4[43] ; et daprés la partie TT x* = 4[43] = x =11[43]

Wontrons que x et &1 sont premicrs entre eux.

Soit d =x AN4T

Ona.:dlx et d |47 ;donc 4|47 et d|x¥

Do d'|10 , or le seul divisear commun de 10 et 47 c'est 1

Ainsi 4 =1
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Far suite x et 41 sout premiers entre eux et dapres le petit théoréme de Fermat on
a:x® =147]

Dod x xx* = x[4T] = x = X [47] ; par commutativite de la congruence
£+ x¥ =10[47] ; par transitivite de la congruence

On obtient x =10[47]

X“E4[43] N XEll[43]
=0

Par suite on a montre que . (5) : {X‘” _ 10[47 X = 10[47]

x =11[43] (5). { K = 4[43]

Reziproquement montrons que : (S'): { x =10[47] x* =10[47]

x =11]43]

Solt x est solution du systéme : (S'): {X =10[47]

x*=4[43]

Wontrons gue x est solution au systéme (S ) :
7 ! ) {x‘” =10[47]

Ona.:e x=11[43] et x* =1[43]car x est solution du systéme : (S') et x et 43 sont

premiers entre eux.

v = 11[43] 4y = 1[43]
Done {XQ = 1[43] {4)( x x*' = 4[43]

n { 4x =1[43]

4x x x* = 4]43]
= x*" = 4[43]
o x =10[47] e+ x* =1[47]car x est solution du systeéme : (S') et x et 4T sont

premiers entre eux.

x=10[47] [ x=10[47]
Done {X% _1[47] {X x x = x[47]

{x =10[47]

e = x[47]
= x* =10[47]
Dod (S')=(S)
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X" =10[47] x =10[47]
b) x est solution du systéme (S) | donc x est solution du systéme (S')

On conclut que . (S): { K= 4[43] (s): {X =11[43]

x=11[43] (x=11+43z ciz e
LPone — \
x=10[47] ~ |x=10+47y oviy e Z

=47y —-432-1=0
Dod le couple (y,2) est solution de 'équation (E): 4Tx —43y =1
Ainsi (3k € Z) |y =11+ 43k et 2 =12+ 47k

x=11+43z ou zeZ

En remplagant z ou v dans ; btient
PAAGANT 2 0N | G4 {x=10+47c/ oiyez TN

x =11+ 43(12+47k) .
od kel = x =527 + 2021

x =10+ 47(11+ 43k)
= x =527[2021]
2- Done l'ensemble des solutions dans T du systeme (S) ; est .

Sie = {527 + 2021k o k € Z)
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